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Esipuhe

Kuvaavat tutkat (synthetic aperture radar, SAR) ovat viime vuosikymme-
ninä ottaneet merkittävän aseman niin eri maiden puolustusvoimien ku-
vaustiedustelussa kuten myös siviilipuolella erilaisissa ympäristön ja tur-
vallisuuden valvontatehtävissä. Sotilastiedustelussa SAR:n vahvuutena on
sen kyky kuvata tarkasti erilaisissa sääolosuhteissa. Tämä korostuu silloin,
kun elektro-optinen tiedustelu on estynyt tai vaikeutunut, mikä on tyypil-
listä Suomen pohjoisilla leveysasteilla. Viime vuosina SAR:n kuvaustark-
kuus, prosessointialgoritmit ja prosessorien suorituskyvyt ovat merkittäväs-
ti kehittyneet. SAR-kuvauksessa tutka liikkuu ja käänteis-SAR (ISAR) ku-
vauksessa puolestaan kohde liikkuu. Liike mahdollistaa kohteen kuvauk-
sen. Toisaalta samainen liike, täsmällisemmin sen epätarkkuudet, heikentä-
vät kuvien tarkkuutta. Liike, joka voidaan jakaa siirtymiseen tai pyörimi-
seen, täytyy kompensoida korkealaatuisen kuvan aikaansaamiseksi. Tästä
syystä tämä julkaisu tarkastelee julkisuuteen tulleita SAR-kuvan proses-
sointialgoritmeja pureutuen erityisesti liiketilan korjaamiseen SAR-kuvissa.

FM Risto Vehmas on työskennellyt tutkijana PVTUTKL:ssa vuosina
2013-2015 tutkien SAR-prosessointialgoritmeja. Työn yhteydessä laaditut
raportit ja julkaisut keskittyvät erilaisiin tapoihin korjata kohteen tai senso-
rin liiketilaa SAR-kuvaan ja parantaa näin SAR-kuvan laatua merkittävästi.
Tämä julkaisu painottuu muutaman hyväksi havaitun periaatteen sovelta-
miseen, jotka kuvataan yksityiskohtaisesti. Lisäksi pohditaan teoreettisten
mallien käytännön toteutukseen liittyviä haasteita ja havainnollistetaan niitä
esimerkein. FM Vehmas esittää teoriaosuuden matemaattisesti elegantissa
muodossa ja ottaa esimerkit vastaan tulleista käytännön ongelmista. Tämä
julkaisu antaa siten erinomaisen kuvan ongelmakentästä ja siihen liittyvistä
ratkaisumenetelmistä. Raportti tarjoaa uusia näkökulmia ja menettelyta-
poja liikkeen korjausmenetelmiin. Osa esitetyistä menetelmistä on otettu
käyttöön PVTUTKL:lla.

Julkaisu on laadukas tarkastelu liikkeen kompensoinnista SAR- ja ISAR-
kuviin, johon perehtyminen on vaivan arvoinen ja palkitsevaa. Toivottavas-
ti Riston työ saa lukijassa aikaan samanlaisia oivaltamisen elämyksiä kuin
minussa.

Ylöjärvellä 18.8.2016

TkT Antti Tuohimaa
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Tiivistelmä

Kuvantavien SAR- ja ISAR-tutkien1 tarkoituksena on muodos-
taa korkean erottelukyvyn kuva tutkittavasta kohdealueesta tutkan lä-
hettämän ja kohdealueesta heijastuneen mikroaaltosignaalin avulla.
Tässä tekstissä keskitytään kaksiulotteiseen kuvanmuodostukseen. E-
täisyyssuunnassa korkea erottelukyky muodostetaan pulssikompres-
siotekniikoilla. Korkeaan sivusuuntaiseen erottelukykyyn vaadittava
leveä antenni puolestaan muodostetaan hyödyntämällä tutkan ja koh-
dealueen välistä suhteellista liikettä.

Tarkan kuvan laskemiseksi tämä suhteellinen liiketila on kyettä-
vä arvioimaan kantoaallon aallonpituuden murto-osan tarkkuudella.
Liikekompensaatiolla tarkoitetaan tässä työssä tutkan ja kohdealu-
een välisen tuntemattoman liiketilan arvioimiseen käytettäviä mene-
telmiä. Tarkoituksena on siis saada arvio tutkan ja kohdealueen väli-
selle liiketilalle käyttämällä hyödyksi erilaisten sensorien (GPS, iner-
tiamittaukset) tuottamia alkuarvioita liiketilalle tai ainoastaan vastaa-
notetun signaalin sisältämää informaatiota.

Translaatioliikkeen kompensaatiolla tarkoitetaan kuvanmuodos-
tuksen kannalta tarpeettomien, kaikille kuva-alueen sijainneille yh-
teisten etäisyysmuutoksien kompensoimista vastaanotetusta signaa-
lista. Tyypillisesti translaatioliikkeen kompensaatio suoritetaan kah-
dessa osassa: Ensiksi kompensoidaan etäisyyserottelukykyä suurem-
mat liikkeet karkealla liikekompensaatiolla ja jäljelle jäävät liikevir-
heet korjataan autofokukseksi kutsutulla toimenpiteellä. Tässä työssä
karkea liikekompensaatio suoritetaan globaaliin optimointiin perus-
tuvalla menetelmällä. Autofokukseen käytetään vaihegradienttime-
netelmää ja kontrastin optimointia. Kontrastin optimointi voidaan to-
teuttaa monella eri tavalla, tässä tekstissä esitetään laskentatehokas
ensimmäisen kertaluvun optimointiin perustuva toteutustapa.

ISAR-kuvanmuodostuksessa kohteen tuntematon pyörimisliike ai-
heuttaa ongelmia. Tässä työssä nämä ongelmat ratkaistaan osittain
käyttämällä kaksivaiheista menetelmää. Ensin kompensoidaan sirot-
tajien liike etäisyysalkiosta toiseen kiilakivi-interpolaation avulla. Tä-
män jälkeen ISAR-kuva lasketaan Cohenin luokan aika-taajuusesi-
tyksellä. Aika-taajuusesityksen ydinfunktio määritetään optimoimal-
la energiallaan normalisoidun intensiteettikuvan kontrasti.

1SAR, synthetic aperture radar, suomeksi synteettisen apertuurin tutka ja ISAR, inver-
se synthetic aperture radar, suomeksi käänteisen synteettisen apertuurin tutka
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Määritelmiä, merkintätapoja ja tärkeitä tuloksia

Funktion s : R → C Fourier-muunnos S : R → C ja -käänteismuunnos
(eli esitys Fourier-integraalina):

S(ω) = Ft→ω{s(t)} =

∫ ∞
−∞

s(t)e−iωtdt,

s(t) = F−1
ω→t{S(ω)} =

1

2π

∫ ∞
−∞

S(ω)eiωtdω.

Tutkan vastaanottamalle kahden muuttujan signaalille käytetään merkintää
ss : R2 → C, kun sen molemmat muuttujat ovat aika- tai paikkamuuttujia.
Fourier-muunnoksille käytetään merkintöjä

Ss(kx, y) = Fx→kx {ss(x, y)} ,
sS(x, ky) = Fy→ky {ss(x, y)} ja

SS(kx, ky) = Fx→kx
{
Fy→ky {ss(x, y)}

}
.

Fourier-muunnoksen siirto-ominaisuus:

Ft→ω {s(t− t0)} = e−iωt0S(ω).

Derivaatta-ominaisuus:

Ft→ω
{
ds

dt

}
= iωS(ω).

Konvoluutio funktioiden f : R→ C ja g : R→ C välillä:

(f ∗ g)(t) =

∫ ∞
−∞

f(τ)g(t− τ)dτ =

∫ ∞
−∞

f(t− τ)g(τ)dτ.

Ristikorrelaatio:

(f ? g)(t) =

∫ ∞
−∞

f ∗(τ)g(t+ τ)dτ.

Suorakaideikkunafunktio:

Π(x) =

{
1, kun |x | ≤ 1/2

0, kun |x | > 1/2
.
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Vektorien x ∈ Rn ja y ∈ Rn sisätulo

xTy =
n∑
k=1

xkyk.

Vektorin x = [x1 . . . xn]T ∈ Rn Euklidinen normi

‖x‖ =
√
xTx =

√√√√ n∑
k=1

x2
k.

Aikaderivaatta:
ṡ(t) =

ds

dt
.

Diracin delta-symbolille pätee∫ ∞
−∞

δ(t)dt = 1,∫ ∞
−∞

f(t)δ(t− t0)dt = f(t0),

Ft→ω{δ(t− t0)} = e−iωt0 .

Kroneckerin delta:

δnm =

{
1, kun n = m

0, kun n 6= m.

Kompleksiluvun z = Aeiφ = A(cosφ+i sinφ), jossaA, φ ∈ R ja i =
√
−1

vaihekulma
∠z = φ

ja kompleksikonjugaatti:
z∗ = Ae−iφ.

Reaaliosa
R {z} = A cosφ

ja imaginääriosa
I {z} = A sinφ.

Skalaarifunktion L : Rn → R, L = L(x1, ..., xn) = L(x) gradientti:

∂L

∂x
=
[
∂L
∂x1

. . . ∂L
∂xn

]T
.
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Tilastollinen odotusarvo jatkuvalle satunnaismuuttujalle x

〈x〉 =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx,

kun f on jakauman tiheysfunktio. Diskreetille muuttujalle xi

〈x〉 =
∑
i

xipi,

kun pi on realisaation xi todennäköisyys.
Konvoluutioteoreema, korrelaatioteoreema ja Wiener-Khinchin-teoreema:

Ft→ω {(s ∗ g)(t)} = Ft→ω {s(t)}Ft→ω {g(t)} = S(ω)G(ω),

Ft→ω {(s ? g)(t)} = Ft→ω {s(t)}∗Ft→ω {g(t)} = S∗(ω)G(ω),

Ft→ω {(s ? s)(t)} = |S(ω)|2.

Normalisoitu sinc-funktio

sinc(x) =
sin πx

πx
.

Funktion L : Rn → R minimiarvon tuottava joukko

arg min
x∈Θ

L(x) = {x? ∈ Θ : L(x?) ≤ L(x) ∀x ∈ Θ} ,

jossa Θ ⊂ Rn on ongelman rajoitusjoukko. Minimiarvo joukossa Θ:

min
x∈Θ

L(x) = {L(x?) : L(x?) ≤ L(x) ∀x ∈ Θ} .

Huomautus! Kaikki tekstissä esitetyt integraalit ovat määrättyjä Rie-
mannin integraaleja, mikäli integrointirajoja ei merkitä eksplisiittisesti niin
ne ovat −∞ ja∞.
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1 Johdanto

1.1 Tekstin sisältö

Tämä teksti käsittelee synteettisen ja käänteisen synteettisen apertuurin tut-
kien (SAR ja ISAR) signaalinkäsittelyyn oleellisesti kuuluvia puutteelli-
sen liikeratatiedon korjaamiseen vaadittavia liikekompensaatiomenetelmiä.
Työ on suoritettu Puolustusvoimien Tutkimuslaitoksessa häivetekniikan tut-
kimusalalla syksyllä 2014 ja alkuvuonna 2015. Tekstin tarkoituksena on
esittää lyhyt yhteenveto työn aikana toimiviksi havaituista menetelmistä.

Molemmissa tapauksissa (SAR ja ISAR) sivusuuntaisen kuvanmuodos-
tuksen perustana on tutkan vastaanottamassa signaalissa tapahtuvien deter-
ministen vaihemuutosten hyödyntäminen. Sivusuuntaiseen erottelukykyyn
vaadittavan informaation tuottaa kustakin paikka-avaruuden erottelualkios-
ta heijastuneen signaalin uniikki vaihehistoria. Tässä tekstissä keskitytään
ainoastaan kaksiulotteiseen kuvanmuodostukseen. Sivusuuntaisen erottelu-
kyvyn muodostamisen ja liikekompensaation kannalta ei tyypillisissä tilan-
teissa ole oleellista kuinka erottelukyky etäisyyssuunnassa muodostetaan.
Täten tekstissä tutkan vastaanottamalla (kaksiulotteisella) signaalilla tar-
koitetaan aikasarjaa korkean etäisyyserottelukyvyn yksiulotteisia etäisyys-
profiileja (etäisyyskompressoitua signaalia).

ISAR- ja SAR-tutkien kuvanmuodostus ja liikekompensaatio toteute-
taan samoilla periaatteilla, mutta niissä on kuitenkin useita tärkeitä käytän-
nön eroja. Tässä tekstissä ISAR-liikekompensaation ja -kuvanmuodostuk-
sen tarkoituksena on muodostaa tutkakuva ns. yhteistyöhaluttomasta koh-
teesta1, jolloin kuvanmuodostukseen tarvittava liikerata ei ole tiedossa a
priori. Sen sijaan SAR-tutkan tapauksessa oletetaan, että tutkan liikerata
tunnetaan jollakin tarkkuudella esimerkiksi inertia- ja GPS-mittausten pe-
rusteella.

Tyypillisesti SAR-tutkan tapauksessa paikkatieto saadaan yhden etäi-
syyserottelualkion tarkkuudella, jolloin tietyin oletuksin voidaan liiketilan
korjaus suorittaa muuttamalla kunkin etäisyysprofiilin vaihetta ennen si-
vusuuntaista kuvanmuodostusta. Tätä etäisyyserottelualkiota pienempien
virheiden korjaamisprosessia kutsutaan tässä tekstissä kirjallisuudessa esiin-
tyvän käytännön mukaisesti autofokukseksi [1, 2]. Autofokuksen suoritta-
misella on omat erityispiirteensä riippuen tutkan toimintamuodosta (spot-

1tutkakuvalla tarkoitetaan tässä tekstissä kohteen heijastuvuusjakaumaa kuvaavaa
funktiota paikka-avaruudessa
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light vai stripmap), kuvanmuodostusalgoritmista sekä kuvattavan alueen
koosta. SAR-tutkan osalta tämä teksti käsittelee spotlight-toimintamuotoa.
Tämän syynä on se, että spotlight-muodossa käytettäviä periaatteita ja me-
netelmiä voidaan usein pienin muutoksin soveltaa stripmap-muotoonkin.
Lisäksi autofokuksen tarpeellisuus kasvaa kuvan erottelukyvyn parantues-
sa, joten sen suorittaminen on tyypillisesti kriittisempää spotlight-toiminta-
muodossa.

Tyypillisin tapa korkean erottelukyvyn saavuttamiseen etäisyyssuun-
nassa on käyttää vaihemoduloituja pulsseja. Tästä syystä ensimmäisessä
luvussa ja liitteessä käydään lyhyesti läpi pulssikompression periaate, jon-
ka avulla saadaan käytetty malli vastaanotetulle signaalille. Koska liike-
kompensaation suorittaminen riippuu myös oleellisesti kuvanmuodostusal-
goritmista, esitetään ensimmäisessä luvussa myös lyhyt kuvaus spotlight-
kuvanmuodostukseen sopivista polar format-algoritmista (PFA) sekä takai-
sinprojektiosta (back-projection).

ISAR-tutkan tapauksessa on yleisesti kompensoitava etäisyyserottelual-
kiota suurempia liikkeitä. Lisäksi kuvanmuodostusta varten on tutkittavan
kohteen kulma-asennon muutos kyettävä arviomaan. Nämä ongelmat jae-
taan tässä tekstissä kahteen osaan, jotka ovat translaatioliikkeen kompen-
saatio ja pyörimisliikkeen kompensaatio. Translaatioliikkeen kompensaa-
tion tarkoituksena on kompensoida tutkan vastaanottamasta signaalista sel-
laiset etäisyysmuutokset, jotka ovat kaikille kuvan erottelualkiolle yhtei-
siä (siis sellaiset tuntemattomat liikkeet, joiden aiheuttama muutos signaa-
lin kulkemassa matkassa tutkan ja kunkin erottelualkion välillä on liki-
main sama). Translaatioliikkeen kompensaatio on helpointa suorittaa kah-
dessa vaiheessa, tämä on myös kirjallisuudessa yleisimmin esiintyvä käy-
täntö [3, 4, 5]. Tällöin ensin korjataan etäisyyserottelua suuremmat liik-
keet karkealla liikekompensaatiolla ja tämän jälkeen käytetään autofokusta
(kuten SAR-tutkallekin) etäisyyserottelualkiota pienempien virheiden kor-
jaamiseen. Luvussa 2 käsitellään karkeaan liikekompensaatioon soveltuvaa
optimointimenetelmää. Vastaavasti luvussa 3 käsitellään autofokusta, joka
liittyy oleellisesti sekä ISAR- että SAR-tutkan signaalinkäsittelyyn.

Pyörimisliikkeen kompensaatiolla pyritään korjaamaan epätasaisen pyö-
rimisliikkeen vaikutusta ja mahdollisesti arviomaan kulma-asennon muu-
toksen suuruutta yhteistyöhaluttomalle ISAR-kohteelle. Koska tietoa liike-
radasta ei ole saatavilla a priori, käytetään kuvanmuodostuksessa useas-
ti yksinkertaistavia oletuksia. Esimerkiksi signaali pyritään saamaan sel-
laiseen muotoon, että Fourier-muunnos tuottaa fokusoituneen kuvan. Toi-
nen mahdollisuus on käyttää kuvanmuodostukseen aika-taajuus-signaali-
analyysiä [6]. Tämä teksti keskittyy pyörimisliikkeen korjaamisen osalta
aika-taajuus-menetelmiin. Pyörimisliikkeen kompensaatiota ja aika-taajuus-
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menetelmiä käsitellään luvussa 4.
Tekstissä käytetään kahta eri dataa kuvattujen menetelmien demonstroi-

miseen. Ensimmäinen data on fysikaalisen optiikan RCS-mallinnuksella2

tuotettua ISAR-dataa [7]. Toinen data on Air Force Research Laborato-
ryn julkiseen käyttöön vapauttamaa Gotcha Challenge-projektin mitattua
lentokone-SAR-dataa [8].

1.2 SAR-kuvanmuodostus

SAR- (ja ISAR-) kuvanmuodostuksen tarkoituksena on muodostaa kak-
siulotteinen kohdealueen heijastuvuusjakaumaa kuvaava paikka-avaruuden
funktio tutkan lähettämän ja vastaanottaman signaalin (radioaallon) avulla.
Erottelukyky etäisyyssuunnassa saavutetaan tyypillisesti lähettämällä taa-
juus- tai vaihemoduloituja pulsseja, jotka vastaanoton jälkeen muokataan
(pulssikompressiolla) vastaamaan erittäin lyhytkestoista pulssia. Sivusuun-
taiseen erottelukykyyn tarvittava pulssista3 toiseen muuttuva vaihehisto-
ria (eli leveä synteettinen antenni) syntyy tutkan ja kohdealueen välisen
suhteellisen liikkeen avulla. Tarkoituksena on hyödyntää kustakin paikka-
avaruuden erottelualkiosta (x, y) heijastuneen signaalin uniikkia vaihehis-
toriaa. Sivusuuntaisessa prosessoinnissa on kyse juuri tämän vaihehisto-
rian suodattamisesta (eli kuvitteellisen leveän antenniryhmän kohdistami-
sesta) kullekin paikka-avaruuden kuvan erottelualkiolle. Ongelmasta tekee
haastavan se, että kunkin erottelualkion vaihehistorian suodattamiseen tar-
vitaan yleisesti ottaen erilainen suodatin. Tämä tekee sivusuuntaiseseta pro-
sessoinnista yleisimmässä tapauksessa erittäin laskentaintensiivisen ongel-
man.

SAR-kuvanmuodostusmenetelmät voidaan karkeasti ottaen jakaa kah-
teen ryhmään. Ensimmäiseen ryhmään kuuluvissa algoritmeissa tarkoituk-
sena on hyödyntää laskentatehokasta diskreetin Fourier-muunnoksen laske-
miseen kehitettyä FFT-algoritmia4. Lisäksi näissä menetelmissä tyypillises-
ti tehdään erilaisia yksinkertaistuksia sivusuuntaisessa prosessoinnissa käy-
tettävään suodattimeen. Toisen ryhmän algoritmit sen sijaan pyrkivät ide-
aaliseen suodatukseen ilman yksinkertaistuksia, jolloin laskenta suoritetaan
aika-alueessa5. Spotlight-kuvanmuodostuksessa polar format-algoritmi [1,
2, 9] on esimerkki ensimmäisestä ja takaisinprojektio [10, 11, 12, 13] jäl-
kimmäisestä tavasta. Kyseiset menetelmät esitetään lyhyesti kohdissa 1.5

2RCS (radar cross section) tarkoittaa tutkapoikkipinta-alaa
3tässä pulssilla tarkoitetaan tutkan vastaanottamaa, kohdealueelta heijastunutta kaikua

lähetetystä pulssista
4FFT, Fast Fourier Transform
5apertuurin suuntaisessa ulottuvuudessa, eli ns. hitaassa ajassa
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ja 1.6.
Tässä tekstissä lähtökohtana SAR- ja ISAR-kuvanmuodostukseen on

etäisyyskompressoitu signaali. Kuvanmuodostuksen kannalta on oleellis-
ta ymmärtää, että kuinka tämän kaksiulotteisen signaalin vaihe käyttäytyy.
Tästä syystä seuraavaksi esitetään lyhyesti, että kuinka tutkan lähettämästä
vaihemoduloidusta signaalista päästään vastaanotetun ja etäisyyskompres-
soidun signaalin vaihekäyttäytymiseen (yhtälöt 1.5 ja 1.6).

1.3 Vastaanotettu signaali

Tämän kohdan tarkoituksena on esittää tutkan vastaanottamaa demoduloi-
tua ja etäisyyskompressoitua signaalia kuvaava funktio, jota käytetään läh-
tökohtana SAR (ja ISAR)-kuvanmuodostuksessa. Tätä varten tutkitaan ku-
van 1.1 mukaista tilannetta, jossa tutka6 liikkuu vakiokorkeudella za pitkin
suoraa y-akselin suuntaista liikerataa vakionopeudella v. Määritellään kol-
miulotteinen paikka-avaruuden karteesinen koordinaatisto siten, että origo
on kuvattavan alueen keskipisteessä. Tilannetta voitaisiin aivan yhtä hyvin
tutkia myös koordinaatistossa, jossa tutka on paikallaan ja tutkittava koh-
dealue liikkuu tutkan suhteen (ISAR). Oletetaan, että tutka lähettää puls-
sintoistotaajudella fPR (eli pulssintoistoaikavälin TPR = 1/fPR välein) M
kappaletta lineaarisesti taajuusmoduloituja pulsseja. Oletetaan lisäksi, että
tutka ei merkittävästi liiku pulssin lähettämisen ja heijastuneen kaiun vas-
taanottamisen välillä (tämä oletus on pätevä mikäli pulssintoistotaajuus on
suuri ja lentokoneen nopeus pieni radioaallon etenemisnopeuteen verrattu-
na). Lähetetyn, yhden ideaalisen pulssin vaihe käyttäytyy tällöin aikamuut-
tujan t̂ funktiona kuten

φ(t̂) = 2πfct̂+ πγt̂2, (1.1)

jossa fc on kantoaaltotaajuus ja γ = B/Tp on taajuuspyyhkäisyn nopeus
kun B on signaalin kaistanleveys. Neliöllisen vaiheen (1.1) tapauksessa
signaalin hetkellinen taajuus fi = (1/2π)φ̇ on lineaarinen, josta nimitys
lineaarinen taajuuspyyhkäisy seuraa. Matemaattisen esityksen ja analyysin
kannalta on helpointa esittää signaali kompleksimuodossa7, jolloin todel-
linen jännitesignaali saadaan joko kompleksiarvoisen signaalin reaali- tai
imaginääriosana. Tutkan lähettämä signaali voidaan siten esittää muodossa

s(t̂) = Π(
t̂−mTPR

Tp
) exp

[
iφ(t̂−mTPR)

]
, (1.2)

6saman antennin oletetaan toimivan sekä lähettimenä että vastaanottimena
7tässä analyysi esitetään jatkuvien muuttujien ja signaalien avulla, mutta kompleksi-

muotoista esitystapaa on kätevää hyödyntää myös oikeasti laskennassa käytettäville ns.
kvadratuurinäytteistetyille signaaleille

11



Kuva 1.1: SAR-kuvausgeometria lineaariselle lentoradalle.

jossam = 0, . . . ,M−1. Yhtälössä (1.2) suorakaideikkuna tuottaa signaalin
amplitudimodulaation eli M suorakaiteen muotoisen pulssin kanttiaallon.
Lisäksi jokaisessa pulssissa aikamuuttujasta vähennetään termi mTPR, jot-
ta kaikkien pulssien vaihemodulaatiosta tulee samanlainen. Oletetaan seu-
raavaksi, että antennikeilan valaisemalla kohdealueella on yksi ideaalinen,
isotrooppisesti heijastava pistemäinen sirottaja paikassa rs =

[
xs ys zs

]T
(koordinaatit oletetaan vakioksi SAR-tutkan tapauksessa ja aikariippuvik-
si ISAR-tutkan tapauksessa). Koska vastaanotettu signaali on superpositio
kaikista kohdealueella olevista sirottajista heijastuneista kaiuista ja kuvan-
muodostusprosessi on lineaarinen operaatio, riittää ainoastaan yhden sirot-
tajan heijastaman kaiun tarkasteleminen. Jätetään huomiotta kaikki heijas-
tuneen signaalin amplitudiin liittyvät tekijät, jotka ovat analyysin kannalta
epäoleellisia. Määritellään seuraavaksi ns. hidas aikamuuttuja, joka saa ar-
voja tm = mTPR. Tämä aikamuuttuja päivittyy aina kun lähetetään uusi
pulssi, mutta pysyy muuttumattomana pulssin lähettämisen ja vastaanoton
välillä.

Tutkan vastaanottama signaali on viivästynyt ja skaalattu versio lähe-
tetystä signaalista (1.2). Viive määräytyy tutkan ja sirottajan välisestä etäi-
syydestä rd(tm) = ‖ra(tm)−rs‖. Kuvan 1.1 lineaarisen lentoradan tapauk-
sessa tutkan paikkavektori on ra(tm) =

[
xa ya(tm) za

]T . Jättämällä taas
amplitudikertoimet huomiotta vastaanotetusta signaalista tulee

ss(t′, tm) = Π(
t′ − td(tm)

Tp
) exp

[
i2πfc(t

′ − td(tm)) + πγ(t′ − td(tm))2
]
,

(1.3)
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jossa t′ = t̂ − tm on ns. nopea aikamuuttuja (joka saa arvoja väliltä 0 <
t′ < TPR), td(tm) = 2rd(tm)/c on signaalin kulkemasta kaksisuuntaisesta
matkasta aiheutunut aikaviive ja c on radioaallon vakioksi oletettu etene-
misnopeus.

Signaalin (1.3) etäisyyskompressio suoritetaan sovitetulla suodatuksel-
la eli korreloimalla kullakin hitaan ajan hetkellä tm vastaanotettua signaalia
ideaalisen referenssisignaalin kanssa [14]. Referenssisignaalina käytetään
kopiota ideaalisesta signaalista (1.3), jonka viive t0 valitaan tyypillisesti
kahdesta eri vaihtoehdosta. Viiveeksi voidaan valita vakiona pysyvä 2r0/c,
jossa r0 =

√
x2
a + z2

a on lentoradan ja y-akselin välinen kohtisuora etäisyys
kuvassa 1.1. Toinen vaihtoehto on valita viiveeksi kohdealueen keskipisteen
etäisyyttä tutkasta vastaava viive, jolloin kuvan 1.1 lineaarisen lentoradan
tapauksessa siitä tulee hitaasta ajasta riippuva t0(tm) = (2/c)‖ra(tm)‖ =
2r0(tm)/c. Näitä vaihtoehtoja nimitetään tyypillisesti ensimmäisessä ta-
pauksessa liikekompensaatioksi viivaan ja toisessa tapauksessa liikekom-
pensaatioksi pisteeseen [1]. Nimitys seuraa siitä, että ensimmäisessä ta-
pauksessa valitulta viivalta heijastuneen kaiun vaihe pysyy vakiona. Vas-
taavasti toisessa tapauksessa valitusta pisteestä (eli kohdealueen keskipis-
teestä) heijastuneen kaiun vaihe pysyy vakiona. Referenssiviiveen valinta
vaikuttaa siihen, että millainen etäisyyskompressoidun signaalin vaihehis-
toriasta tulee hitaan ajan tm funktiona. Spotlight SAR- ja ISAR-tapauksissa
käytetään tyypillisesti liikekompensaatiota pisteeseen, joten jatkossa refe-
renssiviiveenä käytetään jälkimmäistä vaihtoehtoa t0(tm).

Sovitetun suodatuksen jälkeen etäisyyskompressoitu signaali lyhyen ja
hitaan ajan funktiona on muotoa

ss(t′, tm) = exp [−i2πfctd0(tm)] sinc [B(t′ − td0(tm))] , (1.4)

jossa td0(tm) = td(tm)− t0(tm). Tämä voidaan vielä esittää vaihtoehtoises-
sa muodossa muuttamalla hidas aika jatkuvaksi muuttujaksi t kuten

ss(t′, t) = Π

(
t− tc
T

)
exp [−i2πfctd0(t)] sinc [B(t′ − td0(t))] , (1.5)

kun T on sen aikavälin pituus, jolta vastaanotetut kaiut kerätään (jota kutsu-
taan koherentiksi prosessointiajaksi [14]) ja tc on hitaan ajan arvo apertuu-
rin keskikohdassa. Korrelaation laskemisessa on hyödynnetty korrelaatio-
teoreemaa sekä stationäärisen vaiheen approksimaatiota (ks. Liite kohdat
6.1 ja 6.2). Yhtälössä (1.5) käytetty nopea aika t′ voidaan korvata radiaali-
sella etäisyysmuuttujalla r, sillä t′ = 2r/c. On hyödyllistä esittää signaali
(1.5) myös taajuuden f ja hitaan ajan t funktiona, joka saadaan yllä olevas-
ta ottamalla Fourier-muunnos nopean ajan t′ suhteen. Tällöin saadaan (ks.
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Liite kohta 6.2)

Ss(f, t) = Π

(
t− tc
T

)
Π

(
f

B

)
exp

[
−i4π(f + fc)

c
rd0(t)

]
, (1.6)

jossa rd0(t) = rd(t) − r0(t). Yhtälössä (1.6) taajuusmuuttuja f saa arvo-
ja ns. kantataajuuskaistalta eli |f | ≤ B/2. Etäisyyskompressoitua signaa-
lia (1.5) kiinnitetyllä hitaan ajan hetkellä kutsutaan tyypillisesti etäisyys-
profiiliksi. Vastaanotettu signaali koko kohdealueelta etäisyyskompression
jälkeen on siten superpositio muotoa (1.5) olevista signaaleista, joista ku-
kin on skaalattu kohdealueen heijastuvuusfunktion arvolla. Oletetaan koh-
dealueen heijastuvuusjakaumaa kuvaavan funktion g olevan taajuudesta f
ja katselukulmasta riippumaton sekä nollasta poikkeava ainoastaan (x, y)-
tasossa. Tällöin saadaan vastaanotetun signaalin malliksi radiaalisen etäi-
syyden r = ct′/2 ja hitaan ajan t funktiona

ss(r, t) =

∫ ∫
g(x, y)Π

(
t− tc
T

)
exp

[
−i4πfc

c
rd0(x, y; t)

]
·

sinc

[
2B

c
(r − rd0(x, y; t))

]
dxdy,

(1.7)

jossa rd0(x, y; t) = ||ra(t)− [x y 0]T || − r0(t).
Temporaalisen taajuusmuuttujan f sijasta voidaan käyttää myös spati-

aalista taajuusmuuttujaa (jota kutsutaan myös aaltoluvuksi tai vaihenopeu-
deksi) k = 2πf/c = 2π/λ (joka on etäisyysmuuttujan r Fourier-duaali-
muuttuja). Spatiaalisen taajuusmuuttujan käyttö on SAR-analyysissä luon-
tevaa, sillä kuvaksi halutaan muodostaa kaksiuloitteisen paikka-avaruuden
funktio, joka kuvaa kohdealueen heijastuvuusjakaumaa. Vastaanotetun sig-
naalin malliksi (k, t)-alueessa saadaan siis

Ss(k, t) =

∫ ∫
g(x, y)Π

(
t− tc
T

)
Π

(
k

2πB/c

)
·

exp [−i2(k + kc)rd0(x, y; t)] dxdy.

(1.8)

Lisäksi lineaarisen lentoradan tapauksessa hidas aika t voidaan korvata len-
tokoneen sivusuuntaisella sijainnilla ya(t) = vt, kun oletetaan lentoradan
olevan y-akselin suuntainen ja kun lentonopeus v on vakio. Vastaanotettu
signaali on todellisuudessa näytteistetty molemmissa muuttujissa (k ja ya
tai t′ ja t). Kuvanmuodostusalgoritmeja käsiteltäessä on kuitenkin helpom-
paa käsitellä jatkuvien muuttujien signaalia, minkä vuoksi näin on tehty
tässä luvussa. Signaalin näytteistys aiheuttaa tiettyjä käytännön rajoituksia,
mutta algoritmien perusperiaatteet selviävät usein helpommin analysoimal-
la jatkuvaa signaalia.
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1.4 Erottelukyvyt

Erottelukyvyllä tarkoitetaan tässä yhteydessä SAR-tutkan kykyä erottaa kak-
si lähekkäin olevaa ideaalista sirottajaa toisistaan. Etäisyyssuunnassa erot-
telukyky määräytyy yksinkertaisesti käytetyn pulssin pituudesta, eli ∆r =
cTp/2. Käyttämällä lineaarista taajuuspyyhkäisyä eli muotoa (1.1) olevaa
vaihemodulaatiota saadaan pulssikompressiolla (ks. Liite kohta 6.2) vas-
taanotetusta kaiusta muokattua sinc-tyyppinen funktio (1.5), jonka ensim-
mäinen nollakohta on t′ = 1/B. Siis oleellisesti alkuperäisestä Tp:n pi-
tuisesta pulssista saadaan (1/B):n mittainen kompressoitu pulssi, jolloin
etäisyyserottelukyvyksi tulee ∆r = c/(2B). Vaihtoehtoinen tapa erotte-
lukyvyn arvioimiseen on hyödyntää Fourier-analyysin perustuloksia. Eräs
hyödyllisimmistä on ns. epämääräisyysrelaatio [15], jonka mukaan signaa-
lin kaistanleveyden ja parhaan mahdollisen aikaerottelukyvyn välillä pätee
B∆t′ = 1 (mikäli B on kaistanleveys kulmataajuusyksiköissä niin B∆t′ =
2π). Lineaarisen taajuuspyyhkäisyn kaistanleveyttä voidaan arvioida vaihe-
moduloidun signaalin hetkellisen taajuuden fi(t̂) = (1/2π)φ̇(t̂) = fc + γt̂
avulla. Kaistanleveys on pienimmän ja suurimman hetkellisen taajuuden
erotuksen itseisarvo8, eli B = |fi(Tp) − fi(0)| (tämän takia asetettiin γ =
B/Tp). Koska t′ = 2r/c, saadaan myös epämääräisyysrelaatiosta tulos
∆r = c/(2B).

Etäisyyskompression jälkeen kohdealueen keskipisteestä rs = 0 hei-
jastuneen kaiun vaihe muuttuu tutkan sivusuuntaisen koordinaatin ya = vt
funktiona yhtälön (1.5) perusteella kuten9

φ(ya) = −2kc(
√
r2

0 + y2
a − r0), (1.9)

jossa kc = 2π/λc = 2πfc/c. Signaali on siis vaihemoduloitu hitaassa ajas-
sa, joka mahdollistaa sen amplitudiverhokäyrän kompressoimisen apertuu-
rin suuntaisessa ulottuvuudessa huomattavasti kapeammaksi kuin käytetyn
antennin antennikuvion leveys. Toisin sanottuna hyvä erottelukyky aper-
tuurin suunnassa vastaa kapeaa antennikeilaa, joka voidaan muodostaa sig-
naalissa olevan vaihemodulaation (1.9) avulla. Kaistanleveyttä apertuurin
suuntaisessa ulottuvuudessa voidaan arvioida vastaavasti kuin yllä, nyt het-
kellinen aaltoluku on

∂φ

∂ya
= φ′(ya) = − 2kcya√

r2
0 + y2

a

, (1.10)

8tämä on approksimaatio, joka jättää signaalin äärellisen aikakeston eli amplitudiver-
hokäyrän vaikutuksen huomiotta

9oletetaan tässä liikekompensaatio viivaan, sama lopputulos pätee myös liikekompen-
saatiolle pisteeseen

15



joten kaistanleveydeksi saadaan

Bky = |φ′(L
2

)− φ′(−L
2

)| = 2kcL√
r2

0 +
(
L
2

)2
. (1.11)

Epämääräisyysrelaatio sivuttaiserottelukyvylle ∆y on nyt Bky∆y = 2π, eli

∆y =
λc

√
r2

0 +
(
L
2

)2

2L
. (1.12)

Määritelään seuraavaksi atsimuuttikulmamuuttuja θ = arctan (ya/r0). At-
simuuttikulman muutokseksi apertuurin alku- ja loppupisteen välillä saa-
daan kuvausgeometrian 1.1 perusteella

θtot = 2 arcsin

 L/2√
r2

0 +
(
L
2

)2

, (1.13)

joten sivuttaiserottelukyky (1.12) voidaan kirjoittaa myös muodossa

∆y =
λc

4 sin( θtot
2

)
. (1.14)

Pienellä kulmamuutoksella voidaan approksimoida ∆y ≈ λc/(2θtot). On
syytä todeta, että yhtälö (1.14) antaa teoreettisen alarajan sivuttaiserotte-
lukyvylle. Todellisessa tilanteessa (lentokoneesta suoritettavassa SAR-ku-
vauksessa tai yhteistyöhaluttoman ISAR-kohteen kuvantamisessa) liikerata
joko poikkeaa ideaalisesta suorasta lentoradasta ra tai on muuten tunte-
maton, jolloin liikekompensaation onnistuminen vaikuttaa saavutettavaan
todelliseen erottelukykyyn.

1.5 Polar format-algoritmi

1.5.1 Projektioviipaleteoreema
Polar format-algoritmi (PFA) perustuu Fourier-analyysistä tunnetun projek-
tioviipaleteoreeman (projection-slice theorem) hyödyntämiseen [2, 9]. Me-
netelmän kannalta oleellinen käsite on projektiofunktio, joka määritellään
seuraavasti. Olkoon (u, v) koordinaattisysteemi, joka saadaan karteesisesta
(x, y) systeemistä rotaatiolla kuvan 1.2 mukaisesti, eli[

u
v

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
x
y

]
. (1.15)
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Kuva 1.2: Projektioviipaleteoreeman määrittelyssä käytetyt koordinaatti-
systeemit. Mustalla viivalla on rajattu alue, jossa heijastuvuusfunktio g on
nollasta poikkeava.

Tällöin funktion g = g(x, y) projektiofunktioksi kulmalla θ määritellään

pθ(u) =

∫
g(x(u, v), y(u, v))dv. (1.16)

Projektiofunktio (1.16) koostuu siis funktion g viivaintegraaleista, jotka las-
ketaan kullekin u:n arvolle pitkin u-akselia vastaan kohtisuorassa olevia, v-
akselin kanssa yhdensuuntaisia viivoja.

Projektioviipaleteoreema antaa relaation projektiofunktion pθ Fourier-
muunnoksen ja funktion g kaksiulotteisen Fourier-muunnoksen välille. Teo-
reeman nimen mukaisesti projektiofunktion Fourier-muunnos vastaa viipa-
letta alkuperäisen funktion kaksiulotteisesta Fourier-muunnoksesta. Viipa-
leen sijainnin kaksiulotteisessa taajuusalueessa määrittää kulma θ. Projek-
tioviipaleteoreeman mukaan [9] (todistus Liitteessä kohdassa 6.3)

Fu→ku {pθ(u)} =

∫
pθ(u)e−ikuudu

=

∫ ∫
g(x, y)e−i(kux cos θ+kuy sin θ)dxdy = G(ku cos θ, ku sin θ).

(1.17)

Yhtälössä (1.17) ku on spatiaalisen muuttujan u Fourier-duaalimuuttuja ja
G(kx, ky) = Fx→kx

{
Fy→ky {g(x, y)}

}
. Kun merkitään muuttujien (x, y)
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Fourier-duaalimuuttujiksi (kx, ky), pätevät relaatiot kx = ku cos θ ja ky =
ku sin θ. Siis yhtälön (1.17) mukaan projektiofunktion Fourier-muunnos vas-
taa alkuperäisen funktion kaksiulotteista Fourier-muunnosta samansuuntai-
sella (ja taajuusalueen origon läpi kulkevalla) suoralla, jonka suhteen pro-
jektiofunktio lasketaan paikka-avaruudessa.

Polar format-algoritmissa ideana on tulkita kunkin etäisyysprofiilin ku-
vaavan kohdealueen heijastuvuusjakauman projektiofunktiota. Tällöin etäi-
syysmuuttuja r vastaa projektioviipaleteoreeman määritelmässä (1.17) ja
kuvassa 1.2 käytettyä muuttujaa u. Merkitään lisäksi etäisyysmuuttujan
r Fourier-duaalimuuttujaksi spatiaalinen taajuusmuuttuja kr. Koordinaatti-
systeemien määrittelyn takia on oleellista, että etäisyyskompressoitu sig-
naali on liikekompensoitu pisteeseen. Tämä siksi, että projektiofunktion
määrittävä koordinaattisysteemi saadaan tällöin kuvan 1.2 (x, y)-systee-
mistä rotaatiolla (6.23). Lisäksi on oletettava, että tutkan lähettämä aalto-
rintama on tasomainen koko kohdealueella. Tämä siksi, että projektiofunk-
tion määritelmän (1.16) mukaan integrointi suoritetaan aina suoraa viivaa
pitkin. Todellisuudessa aaltorintamat ovat pallomaisia, joten tämä oletus
asettaa rajoituksen kohdealueen koon ja kuvausetäisyyden välille.

Oletetaan, että kohdealueen heijastuvuusjakaumaa kuvaa (jatkuva) funk-
tio g. Kuten kohdassa 1.3 on todettu, vastaanotettu signaali saadaan funk-
tiolla g skaalattujen kaikujen superpositiona, eli muodossa (1.7). Yhtälöä
(1.8) ja tasoaalto-oletusta hyödyntämällä saadaan vastaanotetuksi signaa-
liksi spatiaalisen taajuuden kr ja hitaan ajan t funktiona

Ss(kr, t) =

∫
pθ(t)(r) exp [−i2krr] dr, (1.18)

jossa pθ(t)(r) on heijastuvuusfunktion g projektiofunktio (1.16) kulmal-
la θ(t) ja integrointi käy yli antennikuvion valaiseman maanpinnan alu-
een etäisyyssunnassa. Kulma θ on kohdassa 1.4 määritelty atsimuuttikul-
ma. Yhtälöstä (1.18) huomataan, että se on samaa muotoa kuin projektio-
funktion p spatiaalinen Fourier-muunnos eli Ss(kr, t) = Fr→2kr

{
pθ(t)(r)

}
.

Näin ollen kunkin etäisyysprofiilin Fourier-muunnos vastaa kohdealueen
heijastuvuusfunktion g projektiofunktion Fourier-muunnosta. Projektiovii-
paleteoreeman mukaan kukin näistä vastaa tiettyä viipaletta heijastuvuus-
funktion g kaksiulotteisesta Fourier-muunnoksesta. Siis projektioviipale-
teoreemaa (1.17) hyödyntäen saadaan

Ss(kr, t) =

∫ ∫
g(x, y)e−i2(krx cos θ(t)+kry sin θ(t))dxdy

= G(2kr cos θ(t), 2kr sin θ(t)).

(1.19)

Etäisyysprofiilien Fourier-muunnokset siis määrittävät kaksiuloitteisessa taa-
juusalueessa heijastuvuusfunktion Fourier-muunnoksenG(kx, ky) arvoja vii-
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Kuva 1.3: Näytepisteet napakoordinaattimuodossa ennen uudelleennäyt-
teistystä (siniset laatikot) sekä uudelleennäytteistyksessä käytetty kartee-
sinen ruudukko (punaiset tähdet). Pystyakselin muuttuja on kx ja vaaka-
akselin ky.

voilla, jotka kulkevat taajuusalueen origon läpi ja joiden suunta määräy-
tyy kulman θ(t) perusteella. Koska tutka käyttää kantoaaltotaajuutta kc =
2πfc/c, äärellistä taajuuskaistaa B ja kerää pulssit äärellisellä kulmavälillä
θ(tM) − θ(t1) = θtot, saatavat näytepisteet muodostavat napakoordinaatti-
maisen ruudukon taajuusalueessa kuvan 1.3 sinisellä merkityn pistejoukon
mukaisesti.

1.5.2 Uudelleennäytteistys
Projektioviipaleteoreeman mukaan saamme siis muodostettua arvion hei-
jastuvuusfunktiolle g (eli SAR-kuvan) ottamalla käänteisen kaksiulotteisen
Fourier-muunnoksen signaalista (1.18). Ongelmana on kuitenkin se, että
signaalin ss ollessa tasavälisesti näytteistetty sekä etäisyydessä että hitaas-
sa ajassa näytepisteet eivät ole tasavälisesti näytteistettyjä muuttujissa kx ja
ky. Jotta käänteinen Fourier-muunnos voidaan laskea hyödyntäen laskenta-
tehokasta FFT-algoritmia, on signaali uudelleennäytteistettävä tasavälisek-
si näissä karteesissa taajuusmuuttujissa. Käänteinen Fourier-muunnos voi-
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daan toki laskea suoraan napakoordinaattimuodossa oleville näytepisteille,
mutta tällöin se ei ole separoituva10 ja laskennasta tulee hyvin raskasta.

Mikäli alkuperäinen signaali on näytteistetty Nyquistin kriteerin mu-
kaan11, voidaan signaali teoreettisesti interpoloida mielivaltaiseen tarkkuu-
teen. Näytteenottoteoreeman seurauksena ideaalinen interpolaatio suorite-
taan alipäästösuodattamalla signaalin Fourier-muunnoksesta12 näytteistyk-
sen aiheuttamat kopiot pois. Aika-alueessa ideaalinen alipäästösuodatus vas-
taa siten konvoluutiota sinc-tyyppisen funktion kanssa. Käytännössä sinc-
funktiosta on käytettävä äärellisen pituista approksimaatiota. Lisäksi las-
kostunutta energiaa pyritään vähentämään painottamalla sinc-funktiota so-
pivalla ikkunafunktiolla.

Oletetaan, että alkuperäinen signaali on tasavälisesti näytteistetty muut-
tujassa kr = 2π(f + fc)/c . Lineaarisen lentoradan, lentokoneen vakio-
nopeuden ja vakiona pysyvän pulssintoistotaajuuden tapauksessa signaa-
li on tasavälisesti näytteistetty atsimuuttikulman θ tangentissa. Alkuperäi-
set näytepisteet karteesisessa muodossa saadaan koordinaattimuunnoksel-
la kx = kr cos θ ja ky = kr sin θ. Tämän jälkeen on valittava taajuusalu-
eesta karteesinen ruudukko, johon signaali interpoloidaan. Tämä ruuduk-
ko on syytä valita siten, että se jää kokonaan alkuperäisen näytepistejou-
kon sisäpuolelle. Uudelleennäytteistyksessä valitaan lisäksi uuden ruudu-
kon näytteistysvälit ∆kx ja ∆ky. Näytteenottoteoreeman mukaisesti nä-
mä arvot määrittävät muodostetun kuva-alueen koon spatiaalisessa (x, y)
-alueessa. Lisäksi erottelukyvyt spatiaalisissa muuttujissa (x, y) määräy-
tyvät Fourier-analyysistä tunnettujen epämääräisyysrelaatioiden mukaises-
ti [15], eli ∆x = 2π/Bkx ja ∆y = 2π/Bky . Nyt voidaan approksimoida
Bkx ≈ 4πB/c ja Bky ≈ 4πfcθtot/c, joten erottelukyvyille saadaan tutut
relaatiot ∆x = c/(2B) ja ∆y = c/(2fcθtot).

1.5.3 Esimerkki
Kuvassa 1.4 on SAR-tutkan vastaanottaman etäisyyskompressoidun sig-
naalin intensiteetti. Signaali on kerätty spotlight-toimintamuodossa X-taa-
juus-alueella [8] ja se on liikekompensoitu pisteeseen. Kuvassa 1.4 atsi-
muuttikulman muutos ensimmäisen ja viimeisen etäisyysprofiilin välillä
on noin 8 astetta ja etäisyyserottelukyky noin 20 cm (tutka on käyttänyt
lineaarista taajuuspyyhkäisyä jonka kaistanleveys on 660 MHz). Kuvaan

10eli muunnosta ei voida laskea kahtena peräkkäisenä yksiulotteisena operaationa
11eli näytteenottotaajuus on suurempi kuin signaalin kaistanleveys kvadratuurinäytteis-

tetyn signaalin tapauksessa
12tai käänteisestä Fourier-muunnoksesta, riippuen siitä interpoloidaanko signaalia

taajuus- vai aika-alueessa
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Kuva 1.4: Etäisyyskompressoidun tutkadatan intensiteetti logaritmisella
skaalalla.

1.5 on laskettu etäisyyskompressoidusta signaalista 1.4 SAR-kuva PFA-
algoritmilla. Kuvassa 1.5 näkyy parkkialue, jolle on parkkeerattuna useita
ajoneuvoja. Lisäksi kuvasta erottu voimakas pistemäinen heijastin parkkia-
lueen yläpuolelta. PFA:ssa interpolaatio on suoritettu kahdessa vaiheessa.
Ensimmäisen vaiheen jälkeen näytepisteet ovat tasavälisiä kx -muuttujassa
ja toisen vaiheen jälkeen myös ky -muuttujassa. Molemmat interpolaatiot
on laskettu katkaistulla ja Hamming-painotetulla sinc-suodattimella.

1.6 Takaisinprojektio

Täsmällinen tapa laskea SAR-kuva on muodostaa kullekin erottelualkiolle
(x, y) ideaalinen referenssisignaali (1.6) ja korreloida tätä tutkan vastaa-
nottaman signaalin kanssa. Referenssisignaali spatiaalisen taajuuden k ja
hitaan ajan t funktiona on yhtälön (1.5) perusteella muotoa

Ss(x, y; k, t) = exp [−i2(k + kc)r(x, y; t)] , (1.20)

jossa
r(x, y; t) = ‖[x y zh]T − [xa ya(t) za]

T‖ − r0(t) (1.21)

on erottelualkion (x, y) etäisyys tutkasta hitaan ajan t funktiona kun zh on
valitun kuvatason vakiokorkeus. Näin ollen heijastuvuusfunktion arvo erot-
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Kuva 1.5: PFA:lla muodostettu SAR-kuva.

telualkiossa (x, y) saadaan korrelaatiointegraalista

g(x, y) =

∫ ∫
Ss(k, t)Ss∗(x, y; k, t)dkdt. (1.22)

Sijoittamalla Ss(k, t) = Fr→k {ss(r, t)} ja Ss(x, y; k, t) =
Fr→k {ss(x, y; r, t)} yhtälöön (1.22) saadaan

g(x, y) =

∫ ∫ [∫
ss(r, t)e−ikrdr

] [∫
ss(x, y; r′, t)e−ikr

′
dr′
]∗
dkdt

=

∫ ∫ ∫ [∫
e−ik(r−r′)dk

]
ss(r, t)ss∗(x, y; r′, t)drdr′dt

=

∫ ∫ ∫
δ(r − r′)ss(r, t)ss∗(x, y; r′, t)drdr′dt

=

∫ ∫
ss(r, t)ss∗(x, y; r, t)drdt.

(1.23)

Korrelaatio voidaan siis laskea yhtä hyvin (k, t) tai (r, t) alueessa. Yhtälöi-
den (1.22) ja (1.23) käyttäminen SAR-kuvanmuodostuksessa on kuitenkin
laskennallisesti erittäin raskasta, sillä jokaiseen erottelualkioon on lasketta-
va kaksiulotteinen korrelaatiointegraali. Laskentaa voidaan hieman keven-
tää kun asetetaan ideaaliseksi referenssisignaaliksi ss(x, y; r, t) = δ(r −
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r(x, y; t)) exp (−i2kcr(x, y; t)), joka sijoittamalla korrelaatiointegraaliin
(1.23) saadaan ns. takaisinprojektiointegraali [11]

g(x, y) =

∫
ss(r(x, y; t), t) exp {i2kcr(x, y; t)} dt. (1.24)

Takaisinprojektiointegraalia voidaan tulkita myös seuraavalla tavalla.
Etäisyyskompressoidun signaalin arvo kiinnitetyllä etäisyyden r arvolla vas-
taa heijastuvuusfunktion g käyräintegraalia pitkin vakioetäisyyttä tutkasta
kuvaavaa käyrää. Takaisinprojektiossa otetaan huomioon tämä aaltorinta-
man kaareva luonne toisin kuin tasoaalto-oletukseen perustuvassa PFA:ssa.
Takaisinprojektiointegraali (1.24) kerää kuhunkin erottelualkioon kustakin
etäisyysprofiilista sen näytteen, jonka etäisyys vastaa tutkan ja erottelual-
kion välistä etäisyyttä (1.21) kyseisellä ajanhetkellä. Kukin etäisyysprofii-
lin näyte siis sijoitetaan kaksiulotteisessa paikka-avaruudessa aina takaisin
sille käyrälle, jota pitkin kohdealueen heijastuvuusfunktio on integroitu ky-
seiseen näytteeseen13. SAR-kuvan erottelualkioiden arvot (1.24) saadaan
aikaiseksi summaamalla kaikki tällä tavalla tehdyt takaisinprojektiot kohe-
rentisti yhteen. Ennen summausta suoritetaan vaihekorjaus erottelualkion
ja tutkan välisen etäisyyden rx,y perusteella. Vaihekorjauksen tarpellisuus
ennen summausta huomataan yhtälöstä (1.5), tarkoituksena on saada erot-
telualkiosta heijastuneet kaiut summautumaan koherentisti yhteen takaisin-
projektiointegraalissa (1.24).

Koska etäisyyskompressoitu signaali on näytteistetty, vaatii takaisin-
projektion suorittaminen interpolaation. Tämä siksi, että erottelualkion (x, y)
täsmällinen etäisyys (1.21) tutkasta ei vastaa täsmällisesti mitään etäisyys-
profiilin etäisyysnäytettä. Laskennallisesti tehokas tapa interpolaation suo-
rittamiseen on ensiksi reilusti ylinäytteistää etäisyysprofiilit etäisyysmuut-
tujassa r, jonka jälkeen takaisinprojektiointegraalissa (1.24) tarvittavat näyt-
teet saadaan riittävällä tarkkuudella esimerkiksi lineaarisella interpolaatiol-
la. Signaalin ylinäytteistys voidaan suorittaa tehokkaasti hyödyntäen nope-
aa FFT-algoritmia. Käytännössä tämä tehdään siten, että signaalin diskreet-
tiin Fourier-muunnokseen lisätään nollia (eli tyhjää taajuuskaistaa), jonka
seurauksena aika-alueen signaalin näytteistysvälistä tulee hienojakoisempi
käänteisen diskreetin Fourier-muunnoksen jälkeen.

Takaisinprojektion ja täsmällisen sovitetun suodatuksen etuna on se, et-
tä niiden toteuttaminen ei vaadi lineaarista lentorataa tai tasavälisesti (len-
toradan suuntaisessa paikka-avaruuden ulottuvuudessa) näytteistettyä sig-
naalia. Yhtälöissä (1.24) ja (1.21) tämä tarkoittaa sitä, että kuvanmuodos-
tus takaisinprojektiolla on mahdollista, vaikka tutkan koordinaatit xa, ya ja

13tästä syystä menetelmää kutsutaan takaisinprojektioksi
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Kuva 1.6: Takaisinprojektiolla muodostettu SAR-kuva.

za olisivat mielivaltaisia (joskin tunnettuja) hitaan ajan funktiota. Toinen
etu on se, että kuvan koordinaattisysteemi voidaan valita vapaasti, joskin
antennikuvion valaisemalta alueelta. Tämä mahdollistaa SAR-kuvan laske-
misen esimerkiksi suoraan digitaalisen korkeusmallin mukaiseen koordi-
naatistoon. Takaisinprojektion aiheuttamaa laskennallista taakkaa voidaan
lisäksi helpottaa hyödyntämällä rinnakkaislaskentaa. Esimerkiksi kaikki ta-
kaisinprojektiot voidaan laskea rinnakkain, jonka jälkeen ne integroidaan
yhtälön (1.24) mukaisesti. Toinen vaihtoehto on laskea rinnakkain eri erot-
telualkioihin tulevat arvot g(x, y), jonka yhtälö (1.24) mahdollistaa.

Kuvaan 1.6 on laskettu SAR-kuva etäisyyskompressoidusta signaalis-
ta 1.4 takaisinprojektiolla (1.24). Etäisyysprofiilit on ensin ylinäytteistetty
FFT-algoritmia hyödyntämällä siten, että näytteenottotaajuus on kymme-
nen kertaa Nyquistin taajuus. Tämän jälkeen takaisinprojektiointegraalissa
(1.24) tarvittavat näytteet on saatu lineaarisella interpolaatiolla.
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2 Karkea liikekompensaatio

2.1 Johdanto

Tässä luvussa käsiteltävän karkean liikekompensaation tarkoituksena on
kompensoida tutkan vastaanottamasta signaalista kaikille kuva-alueen erot-
telualkioille yhteiset liikkeet, jotka ovat yhtä etäisyyserottelualkiota suu-
rempia. Lähtökohtaisesti esitetyt menetelmät on suunniteltu yhteistyöhalut-
tomien ISAR-kohteiden liikekompensaatioon. On kuitenkin syytä todeta,
että myös SAR-tutkan tapauksessa osaa näistä menetelmistä voidaan hyö-
dyntää, mikäli tutkan liikerataa ei tunneta etäisyyserottelualkion tarkkuu-
della.

Havainnollistetaan translatorisen liikekompensaation tarvetta ja ISAR-
kuvanmuodostusta yhteistyöhaluttoman kohteen tapauksessa yksinkertai-
sella esimerkillä. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, että tutkittava kohde
liikkuu kaksiulotteisessa tasossa kuvan 2.1 mukaisesti tutkan ollessa paikal-
laan. Tällöin kullakin hitaan ajan hetkellä kohteella on kolme vapausastetta:
Sen geometrisen keskipisteen sijainti kaksiulotteisessa paikka-avaruudessa
ja sen kulma-asento johonkin valittuun sen geometrisen keskipisteen kaut-
ta kulkevaan akseliin nähden. Kuvitellaan nyt, että korkeaan etäisyyserot-
telukykyyn kykenevä tutka muodostaa aikasarjan yksiulotteisia etäisyys-
profiileja kohteesta sen liikkuessa. Tällöin vastaanotettu signaali on super-
positio yhtälön (1.5) kaltaisista kohteen heijastuvuusfunktiolla skaalatuis-
ta signaaleista. Tutkittavan kohteen liikkuessa mielivaltaisesti tänä aikana
sen geometrisen keskipisteen paikka rp(t) = [x(t) y(t)]T ja kulma-asento
θ(t) muuttuvat (ks. kuva 2.1). Yhden etäisyysprofiilin sisällä hitaan aika-
muuttujan oletetaan pysyvän vakiona ja kohteen oletetaan pysyvän kunkin
etäisyysprofiilin muodostamisen aikana paikallaan.

Jotta etäisyyskompressoidusta signaalista (1.5) päästään eteenpäin, on
kohteen liike hyödyllistä jakaa kahteen osaan. Ensimmäinen osa on mie-
livaltaisen kohteessa sijaitsevan pisteen rp liike tarkasteltavassa tasossa.
Toinen osa on kohteen näennäinen pyörimisliike pisteen rp ympäri. Pis-
te rp pyritään ISAR-kuvanmuodostuksessa valitsemaan siten, että se vas-
taa kohteen geometrista keskipistettä. Jotta etäisyyskompressoidusta sig-
naalista saadaan laskettua haluttu kuva eli kohdealueen heijastuvuusjakau-
maa kuvaava funktio, tarvitaan jotakin signaalissa (1.5) olevaa informaa-
tiota, jonka avulla voidaan erottaa sirottajia karteesisen y-akselin suunnas-
sa. Tämä tarvittava informaatio on kullekin erottelualkiolle erilainen etäi-
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Kuva 2.1: ISAR-geometria.

syyskäyttäytyminen r(t) = ‖r(t)‖ hitaan ajan funktiona. Koska SAR-
tapauksessa tutkan liikerata kyetään mittaamaan, kuvanmuodostukseen tar-
vittava etäisyyskäyttäytyminen on hyödynnettävissä, jolloin heijastuvuus-
jakaumaa voidaan arvioida esimerkiksi takaisinprojektiointegraalilla (1.24).
Sen sijaan (yhteistyöhaluttomassa) ISAR-tapauksessa kohteen liikerata ei
ole tiedossa a priori, jolloin kuvanmuodostus ei ole yhtä suoraviivaista.

ISAR-tutkan tapauksessa kohteen translatorisen liikkeen (eli pisteen rp
liikkeen) aiheuttama muutos tutkan ja kunkin erottelualkion r väliseen kak-
sisuuntaiseen etäisyyteen on likimain sama. Tämä oletus pätee sitä parem-
min mitä pienempi kohde on ja mitä kauempana tutkasta se sijaitsee. Trans-
laatioliikkeen kompensaation tarkoituksena on saada pisteestä rp heijas-
tuneen kaiun vaihehistoria hitaasta ajasta riippumattomaksi vakioksi. Tä-
mä tehdään sen vuoksi, että kaikille erottelualkioille samanlaiset etäisyys-
muutokset eivät tuota sivusuuntaisen kuvanmuodostuksen kannalta hyö-
dyllistä vaiheinformaatiota. Sen sijaan kohteen kulma-asennon θ muutos
tuottaa kullekin erottelualkiolle erilaisen etäisyyskäyttäytymisen, jota voi-
daan hyödyntää kuvanmuodostuksessa. Yllä tehdyin oletuksin translaatio-
liikkeen kompensaatio voidaan suorittaa siirtämällä kutakin etäisyysprofii-
lia etäisyyssuunnassa oikealla tavalla (||rp(t)||) ennen sivusuuntaista ku-
vanmuodostusta. Näiden siirtojen jälkeen vastaanotetun signaalin vaihehis-
toriaan vaikuttaa ainoastaan kulma-asennon muutoksen aiheuttava näennäi-
nen pyörimisliike θ(t). Koska etäisyyskompressoitu signaali ss on näytteis-
tetty, on etäisyyssuunnassa tehtävä siirto järkevintä suorittaa hyödyntämäl-
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lä Fourier-muunnoksen siirto-ominaisuutta. Tämä siksi, että (r, t) alueessa
siirto jouduttaisiin suorittamaan joko etäisyysnäytevälin kokonaislukumo-
nikertana tai interpoloimalla. Siirretty profiili s(r + ∆r, t) saadaan mieli-
valtaiselle etäisyyssiirrolle ∆r kuten

ss(r + ∆r, t) = F−1
k→r {exp(ik∆r)Fr→k {ss(r, t)}} . (2.1)

Kun jatkossa puhutaan etäisyysprofiilien siirtämisestä ja käytetään merkin-
tää ss(r + ∆r, t), tarkoitetaan sillä yhtälön (2.1) mukaista operaatiota.

Vaikka translatorisen liikkeen kompensaatio eli funktion rp(t) = ||rp(t)||
estimoiminen on periaatteessa mahdollista suorittaa yhdessä vaiheessa, osoit-
tautuu helpommaksi jakaa se kahteen osaan. Tämä on myös yleisin alan kir-
jallisuudessa esiintyvä käytäntö [4, 5, 16]. Syy tähän on siinä, että korjat-
tavien liikkeiden ollessa etäisyyserottelualkiota suurempia yksivaiheisesta
menetelmästä tulee laskennallisesti hyvin raskas. Esimerkiksi tässä työs-
sä käytetty optimointiratkaisu voitaisiin muotoilla siten, että se suoritetaan
yhdessä vaiheessa. Toistaiseksi optimoitavaa kohdefunktiota ei ole kuiten-
kaan kyetty määrittelemään siten, että ongelma olisi laskennallisesti miele-
käs. Tämä johtuu siitä, että kaikki käytetyt kohdefunktiot vaativat globaa-
lia optimointia ongelman hakuavaruudessa, joka on yleisessä tapauksessa
M -ulotteinen (kun M on etäisyysprofiilien lukumäärä). Tästä syystä en-
simmäisessä vaiheessa pyritään ainoastaan karkeaan liikekompensaatioon,
jonka tarkoituksena on kompensoida etäisyyserottelua suuremmat transla-
toriset liikkeet. Karkeassa liikekompensaatiossa käytettävät kohdefunktiot
voidaan laskea muodostamatta lopullista ISAR-kuvaa, joka helpottaa huo-
mattavasti vaadittavan globaalin optimoinnin laskennallista taakkaa. Jako
kahteen vaiheeseen on erityisen kannattavaa siksi, että lopullinen ja tarkka
translaatioliikkeen kompensaatio voidaan tehdä tehokkaasti joko vaihegra-
dienttimenetelmällä (ks. kohta 3.2) tai kontrastin optimoinnilla (ks. kohta
3.3), joita käsitellään luvussa 3.

2.2 Yksiulotteinen optimointimenetelmä

Otetaan karkean liikekompensaation lähtökohdaksi se, että tutkitaan aina
kahden peräkkäisen etäisyysprofiilin |ss(r, tm)| ja |ss(r, tm+1)| samanlai-
suutta. Toiseen profiiliin tehtävän etäisyyssiirron ∆r ollessa kohdallaan pe-
räkkäiset etäisyysprofiilit ovat lähes identtisiä, joten valitaan seuraavaksi
jokin tätä identtisyyttä kuvaava mittari, jonka perusteella optimaalista etäi-
syyssiirtoa etsitään. Tämä lähestymistapa on siis optimointia, jossa reaaliar-
voisena kohdefunktiona L : R → R on valittu peräkkäisten etäisyyspro-
fiilien samankaltaisuutta kuvaava mittari ja muuttujana etäisyysprofiilien
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välinen etäisyyssiirto ∆r. Optimointiteoriassa tyypillisesti käsitellään vain
minimointiongelmia, sillä maksimointiongelma voidaan triviaalisti muut-
taa minimointiongelmaksi vaihtamalla kohdefunktioksi L′ = −L.

Esitetään seuraavaksi muutama mahdollinen kohdefunktio optimaalisen
etäisyyssiirron määrittämiseksi. Ensimmäinen vaihtoehto on summaprofii-
lin p(r,∆r) = |ss(r, tm)|+ |ss(r+ ∆r, tm+1)| kontrasti, joksi määritellään
sen keskihajonnan ja keskiarvon suhde [4]

L(∆r) = −
√
〈(p(r,∆r)− 〈p(r,∆r)〉)2〉

〈p(r,∆r)〉
, (2.2)

jossa odotusarvot (tässä tapauksessa sama asia kuin keskiarvo) on laskettu
muuttujan r suhteen. Koska keskiarvo 〈p(r,∆r)〉 säilyy aina muuttumatto-
mana (profiilien siirtäminen ei muuta amplitudia), voidaan kohdefunktioksi
vaihtaa yksinkertaisempi

L(∆r) = −
∫
p(r,∆r)2dr, (2.3)

sillä funktioiden (2.2) ja (2.3) minimoiminen tuottaa saman tuloksen kes-
kiarvon ollessa sama. Toinen vaihtoehto on valita kohdefunktioksi summa-
profiilin entropia [5]

L(∆r) = −
∫
p(r,∆r) ln p(r,∆r)dr. (2.4)

Entropia (2.4) on hyvä mittari summaprofiilin p tasaisuudelle. Se saa mak-
simiarvon summaprofiilin ollessa hyvin tasainen ja minimiarvon profiilin
ollessa hyvin terävä. Etäisyyssiirron ollessa kohdallaan summaprofiilista
muodostuu ideaalisesti hyvin terävä, jolloin mittarien (2.3) ja (2.4) mini-
miarvot tuottavat halutun optimaalisen etäisyyssiirron. Kolmas vaihtoehto
on profiilien amplitudiarvojen erotuksen neliöllinen keskiarvo, eli

L(∆r) = 〈(|ss(r, tm)| − |ss(r + ∆r, tm+1)|)2〉. (2.5)

Optimaalisten etäisyyssiirtojen löytämiseksi on ratkaistava M − 1 yk-
siulotteista optimointiongelmaa

∆r?m = arg min
∆rm∈Θ

L(∆rm), (2.6)

jossam = 1, . . . ,M−1. Optimoinnista tekee haastavaa se, että etäisyyspro-
fiilien itseisarvoista lasketuilla kohdefunktioilla on useita lokaaleja minimi-
kohtia. Tästä syystä optimointiin ei voida käyttää tehokkaita lokaaleja opti-
mointimenetelmiä. Koska ongelmat ovat yksiulotteisia, varmin tapa ratkais-
ta kukin ongelma on käyttää ns. brute-force-menetelmää. Tällöin hakuava-
ruus Θ jaetaan tasavälein näytteistettyihin pisteisiin, joissa kussakin arvioi-
daan kohdefunktiota L. Globaaliin optimointiin voidaan käyttää myös ns.
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Kuva 2.2: Kohdefunktion (2.4) käyttäytyminen.

heuristisia optimointimenetelmiä. Tässä yksiulotteisessa tapauksessa niillä
ei kuitenkaan saavuteta merkittävää hyötyä brute-force-menetelmään ver-
rattuna. Kuvissa 2.2 ja 2.3 on esitettynä kohdefunktioiden (2.4) ja (2.5)
käyttäytyminen kohdan 2.4 simuloidulle esimerkille. Kohdefunktiot on las-
kettu ensimmäisen ja toisen etäisyysprofiilin summaprofiilista. Kuvista käy
hyvin ilmi hakuavaruuden haastava luonne, joka vaatii globaalin optimoin-
nin käyttämistä ongelmien (2.6) ratkaisemiseen.

Saatujen optimiarvojen ∆r?m avulla saadaan karkean liikekompensaa-
tion suorittamiseen vaadittava arvio kohteen etäisyysmuutokselle integroi-
malla eli diskreetissä tapauksessa kumulatiivisena summana. Yhtälön (2.1)
mukaisessa korjauksessa käytettävä arvio kohteen aikariippuvalle etäisyy-
delle on siten

r?m =
m∑
j=1

∆r?j . (2.7)

Tutkittaessa ainoastaan kahta peräkkäistä etäisyysprofiilia kerrallaan vai-
kuttavat nopeat ja hetkelliset muutokset etäisyysprofiilin muodossa heiken-
tävästi saatuun tulokseen (2.7). Heikkoutena on lisäksi se, että tällä tavalla
arvioitu etäisyysmuutos saattaa sisältää systemaattista virhettä. Tämä joh-
tuu siitä, että yhden näytteen sisältämä virhe siirtyy integroitaessa (2.7)
myös loppuihin näytteisiin. Systemaattisen virheen välttämiseksi on syytä
käyttää menetelmää, jossa kohdefunktion arvoa laskettaessa otetaan huo-

29



Range shift [m]
-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

L
o

ss
 v

al
u

e

0

0.005

0.01

0.015

0.02

Kuva 2.3: Kohdefunktion (2.5) käyttäytyminen.

mioon enemmän kuin kaksi peräkkäistä etäisyysprofiilia.

2.3 Globaali optimointimenetelmä

2.3.1 Ongelman määrittely
Globaalin optimointimenetelmän tarkoituksena on määritellä sellainen etäi-
syyskompressoidusta signaalista ss laskettava kohdefunktio, joka saavuttaa
minimi- tai maksimiarvonsa karkean liikekompensaation ollessa kohdal-
laan. Tutkimalla useampaa kuin kahta peräkkäistä etäisyysprofiilia kerral-
laan saadaan luotettavampi arvio kohteen etäisyysmuutokselle. Tarkoituk-
sena on siis löytää sellaiset arvot etäisyyssiirroille ∆r =

[
∆r1 . . . ∆rM

]T ,
että kohdefunktio L on minimissään. Ongelma on siten muotoa

∆r? = arg min
∆r∈Θ

L(∆r), (2.8)

jossa Θ ⊂ RM on ongelman rajoitusjoukko (eli hakuavaruus). Yhtälössä
(2.8) on käytetty etäisyyssiirroille samaa merkintää ∆r kuin yksiulotteises-
sa tapauksessa (2.6). Erona yksiulotteiseen tapaukseen on kuitenkin se, että
nyt etsitään suoraan aikariippuvaa etäisyysmuutosta (joksi merkitään ∆r)
eikä kahden peräkkäisen etäisyysprofiilin välistä siirtoa eli tämän aikaderi-
vaattaa.
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Mikäli kohteen kulma-asennon θ (ks. kuva 2.1) muutos ei muuta mer-
kittävästi etäisyysprofiilin muotoa tutkittavalla aikavälillä, voidaan kohde-
funktiona käyttää summaprofiilin

p(r,∆r) =
M∑
m=1

|ss(r + ∆rm, tm)| (2.9)

terävyyttä (tai entropiaa). Kohdefunktiot ovat siis samat kuin (2.3), (2.4) ja
(2.5) sillä erolla, että summaprofiiliksi määritetään nyt kaikkien etäisyys-
profiilien summa (2.9) kahden peräkkäisen profiilin sijaan ja yhtälöön (2.5)
lisätään summaus indeksin m yli. Yleisimmässä tapauksessa kysymykses-
sä on siis M -ulotteinen optimointiongelma hakuavaruudessa Θ. Ongelma
on erittäin haastava, sillä kohdefunktiot sisältävät jälleen useita lokaaleja
minimejä ja lisäksi ongelman ulottuvuus on korkea (koska kohdefunktiot
ovat samat kuin yksiulotteisessa tapauksessa, kuvat 2.2 ja 2.3 näyttävät mi-
ten kohdefunktio käyttäytyy yhdessä hakuavaruuden Θ koordinaattisuun-
nassa). Optimointiongelman ulottuvuutta voidaan kuitenkin pienentää te-
kemällä kohteen liiketilaan liittyvä yksinkertaistava oletus. Oletetaan, että
kohteen liiketilassa ei esiinny nopeita satunnaisia vaihteluja (mikäli puls-
sintoistotaajuus on korkea tämä pitää todennäköisesti paikkansa). Tällöin
liikerataa voidaan kuvata parametrisen mallin avulla. Optimointiongelman
muuttujina ovat tällöin etäisyysmuutokselle ∆r käytetyn mallin parametrit
(tai kertoimet).

Mahdollisuuksia ongelman parametrisointiin on useita, kuten esimer-
kiksi polynomifunktio tai Fourier-sarja. Kohdan 2.4 esimerkissä parametri-
sointi on suoritettu spline-polynomin avulla. Tällöin määritellään optimoi-
tavien siirtojen lukumääräksi M ′ murto-osa kaikista näytteistä M . Kukin
valittu muuttuja edustaa etäisyysprofiiliinm = m′M/M ′ tehtävää etäisyys-
siirtoa (m′ = 1, . . . ,M ′). Näiden pisteiden välille tulevat siirretyn signaalin
s(r+ ∆r(t), t) muodostamiseen ja kohdefunktion arviointiin tarvittavat ar-
vot saadaan spline-interpolaatiolla. Spline-polynomin käyttö parametrise-
na mallina tarjoaa mahdollisuuden kompensoida erilaisia liikkeitä siistillä
ja jatkuvalla lopputuloksella. Globaalin menetelmän etuna yksiulotteiseen
menetelmään on juuri tämä siisteys ja jatkuvuus, jonka parametrinen malli
ja useamman etäisyysprofiilin käyttäminen optimoinnissa tuottavat.

2.3.2 Globaali optimointi
Optimoitavien muuttujien vähentämisestä (parametrisen mallin avulla) huo-
limatta ongelma (2.8) on edelleen haastava usean muuttujan globaali op-
timointiongelma. Yksiulotteisessa tapauksessa käytetty brute-force-mene-
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telmä on tällöin laskennallisesti mahdoton vaihtoehto. Tämä siksi, että ha-
kuavaruuden Θ ulottuvuuden kasvaessa sen tilavuus (ja siten brute-force-
menetelmässä tarvittava kohdefunktion arviointien määrä) kasvaa ekspo-
nentiaalisesti.

Mikäli kohdefunktio ei ole konveksi, ainut varma tapa globaalin opti-
mointitehtävän ratkaisemiseksi on yksiulotteisen optimoinnin (2.6) tapauk-
sessa käytetty brute-force-menetelmä. Mikäli ongelma halutaan ratkaista
äärellisillä ja järkevillä laskentaresursseilla, on käytettävä jotakin numee-
rista likimääräismenetelmää. Globaaliin optimointiin soveltuvat hyvin ns.
heuristiset optimointimenetelmät, jotka usein perustuvat luonnossa havait-
tujen ilmiöiden ja prosessien hyödyntämiseen [17].

Sovelletaan ongelman (2.8) ratkaisemiseen populaatiopohjaista heuris-
tista optimointia. Populaatiopohjaisissa optimointimenetelmissä luodaan a-
luksi satunnaisten koeratkaisujen joukko, jonka jäsenille lähdetään suorit-
tamaan tiettyjä heuristisia operaatioita [17]. Näiden heurististen operaatioi-
den tarkoituksena on siirtää koeratkaisuja kohti sitä hakuavaruuden osaa,
jossa kohdefunktion globaali minimi sijaitsee. Useimmiten tarkoituksena
on hyödyntää haussa erityisesti niitä koeratkaisuja, joilla saadaan parhaim-
mat kohdefunktion arvot. Uusien koeratkaisujen luomiseen käytettävät heu-
ristiset operaatiot pohjautuvat usein johonkin luonnossa havaittuun ilmiöön
tai prosessiin. Tämän tekstin kannalta ei kuitenkaan ole tarkoituksenmu-
kaista esittää kattavaa kuvausta heuristisesta optimoinnista. Erinomainen
viite aiheesta on esimerkiksi [17].

Kaksi tunnettua ja laajasti sovellettua heuristista populaatiopohjaista
optimointimenetelmää ovat differentiaalievoluutio [18] ja hiukkasparviop-
timointi [19]. Kohdan 2.4 esimerkissä demonstroidaan kyseisten menetel-
mien käyttöä ongelman (2.8) ratkaisemiseen.

2.3.3 Metaoptimointi
Lähes kaikki heuristiset optimointimenetelmät sisältävät tyypillisesti useita
säädettäviä parametrejä, jotka vaikuttavat oleellisesti algoritmien toimin-
taan. Algoritmien toiminnan kannalta oleellista on, että ne löytäisivät koh-
defunktion globaalin minimin mahdollisimman pienellä määrällä kohde-
funktion arvionteja. Parametrivalinnat vaikuttavat merkittävästi sekä algo-
ritmin konvergoitumisnopeuteen että kykyyn olla juuttumatta hakuavaruu-
dessa oleviin lokaaleihin minimeihin. Säädettävien parametrien lisäksi kus-
takin heuristisesta optimointimenetelmästä on useita eri variaatioita, joissa
käytetään hieman erilaisia heuristisia operaatiota. Parametrien ja käytetyn
variaation valintojen tärkeyden takia on tärkeää valita sekä sopiva heuristi-
nen optimointimenetelmä että sen parametrit johonkin kvantitatiivisen mit-
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tariin perustuen pelkän sattumanvaraisen kokeilun sijaan.
Tutkitaan ensiksi, että kuinka voidaan valita tietylle heuristiselle opti-

mointimenetelmälle optimaaliset parametrit. Ensiksi on määriteltävä mit-
tari, joka kuvaa tietyillä parametreillä toteutetun optimoinnnin lopputulok-
sen laatua. Tämä voidaan määritellä siten, että annetaan optimointialgorit-
min suorittaa jokin ennalta määrätty määrä kohdefunktion arviointeja, jon-
ka jälkeen palautetaan parhaan ratkaisun tuoma kohdefunktion arvo. Koska
heuristiset optimointimenetelmät perustuvat satunnaisuuden hyödyntämi-
seen hakuavaruudessa liikuttaessa, on kyseinen prosessi toistettava useita
kertoja luotettavan tuloksen saamiseksi. Haluttuna mittarina toimii tällöin
esimerkiksi kaikkien saatujen kohdefunktion lopullisten arvojen keskiarvo.
Parametrit valitaan minimoimalla tämä keskiarvo. Tällaista lähestymista-
paa, jossa käytetään optimointia jonkin tietyn optimointialgoritmin toimin-
nan parantamiseen, kutsutaan metaoptimoinniksi [20] (tällöin minimoita-
vaa mittaria kutsutaan metakohdefunktioksi). Metaoptimoinnin tarkoituk-
sena on siten saada varsinaisen ongelman (tässä tapauksessa karkean liike-
kompensaation) ratkaisemiseen käytetty optimointimenetelmä toimimaan
parhaalla mahdollisella tavalla.

Yllä esitetyn kuvauksen perusteella on selvää, että metaoptimointi on
laskennallisesti erittäin raskasta. Mikäli metaoptimoitavia parametrejä on
useita, ei brute-force-tyyppinen lähestymistapa ole mahdollinen. Tällöin
myös metaoptimoinnissa on käytettävä jotakin numeerista optimointimene-
telmää. Metaoptimointiongelman määrittelyn perusteella tämän optimoin-
timenetelmän tulee olla hyvin yksinkertainen (mikäli tähän valitaan jokin
populaatiopohjainen heuristinen menetelmä, täytyy sillekin valita jotkin pa-
rametrit). Varteenotettavin vaihtoehto metaoptimoinnin suorittamiseen on
ns. pattern search-optimointi [20], jossa hakuavaruudessa liikutetaan tietyn
kokoista hilaa (hilapisteissä arvioidaan metakohdefunktiota). Kutistamalla
hilan kokoa ja hilapisteiden välimatkoja säännöllisesti kyetään näin löytä-
mään todennäköisesti haluttu optimi brute-forcea tehokkaammalla tavalla.

Eri optimointialgoritmien ja niiden erilaisten variaatioiden toiminnan
vertaaminen on mielekästä ainoastaan silloin, kun niiden parametrit on me-
taoptimoitu tutkittavaa ongelmaa varten. Metaoptimoinnin jälkeen on si-
ten mahdollista tutkia eri optimointialgoritmien tehokkuutta kyseisen on-
gelman ratkaisemiseen. Tämä voidaan suorittaa esimerkiksi tilastolliseen
testaukseen perustuvilla menetelmillä.

2.4 Esimerkki

Demonstroidaan yllä kuvatun globaalin optimointimenetelmän käyttöä si-
muloidulle ISAR-datalle. Data on tuotettu kuvan 2.4 mukaisesti liikkuvasta
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henkilöautosta fysikaalisen optiikan RCS-mallinnuksella [7]. Auto ja sille
käytetty 3D-malli näkyvät kuvissa 2.5 ja 2.6. Simulaatiossa kantoaaltotaa-
juutena on ollut 3 GHz ja signaalin kaistanleveytenä 1.5 GHz, joka tuottaa
etäisyyserottelukyvyksi 0.10 m. Liikeradan tuottama kulma-asennon muu-
tos on noin 30 astetta, jolloin teoreettinen alaraja sivuttaiserottelukyvylle
on myös noin 0.10 m. Etäisyyskompressoidun signaalin intensiteetti loga-
ritmisella skaalalla ennen liikekompensaatiota on esitetty kuvassa 2.7.

Ensimmäisenä tehtävänä ongelman (2.8) ratkaisemissa on käytetyn heu-
ristisen optimointimenetelmän parametrien metaoptimointi. Kuvassa 2.8
on esitetty metaoptimoinnissa käytetyn metakohdefunktion käyttäytymi-
nen optimoitavien parametrien funktiona differentiaalievoluutiolle (yksin-
kertaisin differentiaalievoluution variaatio sisältää kaksi valittavaa paramet-
riä). Metaoptimoinnin yhteydessä karkeassa liikekompensaatiossa on käy-
tetty kohdefunktioita (2.3) ja M ′ = 8 spline-polynomia kohteen etäisyys-
muutoksen parametrisointiin, differentiaalievoluution on annettu käyttää
200M ′ kohdefunktion arviointia ja kutakin metakohdefunktion arvoa var-
ten heuristinen algoritmi on toistettu 10 kertaa.

Kuvassa 2.9 nähdään differentiaalievoluution konvergoituminen meta-
optimoiduilla parametreillä, kun kohdefunktiona on (2.5). Vastaavasti me-
taoptimoidun hiukkasparvioptimoinnin konvergoitumien käyttämällä koh-
defunktiota (2.3) on piirretty kuvaan 2.11 (käytetyssä parvioptimoinnin va-
riaatiossa on kolme valittavaa parametriä). Kuvassa 2.10 on koeratkaisu-
jen joukon tuottamien kohdefunktion arvojen keskihajonta differentiaalie-
voluutiolle kunkin algoritmin generaation jälkeen. Yhdessä generaatiossa
sekä differentiaalievoluutio että parvioptimointi toistavat tietyt heuristiset
operaatiot kullekin koeratkaisulle ja arvioivat kohdefunktiota yhtä monta
(M ′) kertaa. Differentiaalievoluution lopetuskriteerinä kuvassa 2.9 on käy-
tetty populaation kaikkien kohdefunktion arvojen minimi- ja keskiarvon
suhteellista erotusta. Toinen mahdollinen lopetuskriteeri on koeratkaisujen
tuottamien kohdefunktion arvojen keskihajonta 2.10. Differentiaalievoluu-
tiolla kohdefunktiota (2.5) käyttäen saatu estimaatti auton etäisyysmuutok-
selle on piirretty kuvaan 2.12. Saadulla estimaatilla 2.12 korjatut etäisyys-
profiilit karkean liikekompensaation jälkeen ovat kuvassa 2.13.
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Kuva 2.4: Autolle simuloitu liikerata.

Kuva 2.5: Simuloidussa esimerkissä käytettynä yhteistyöhaluttomana koh-
teena on tämän henkilöauton RCS-malli.
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Kuva 2.6: Henkilöautolle 2.5 käytetty 3D-malli.
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Kuva 2.7: Etäisyysprofiilit ennen karkeaa liikekompensaatiota.
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Kuva 2.8: Differentiaalievoluution metaoptimoinnissa käytetyn metakoh-
defunktion käyttäytyminen.
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Kuva 2.9: Differentiaalievoluution konvergoituminen. Kuvassa näkyvät
populaation paras kohdefunktion arvo (sininen) ja koko populaation kes-
kiarvo (punainen). Kohdefunktiona on (2.5).
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Kuva 2.10: Koko populaation kohdefunktion arvojen keskihajonta diffe-
rentiaalievoluutiolle.
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Kuva 2.11: Hiukkasparvioptimoinnin konvergoituminen, kuvassa näkyvät
populaation paras kohdefunktion arvo (sininen) ja koko populaation kes-
kiarvo (punainen). Kohdefunktiona on (2.3).
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Kuva 2.12: Globaalilla optimoinnilla estimoitu yhteistyöhaluttoman koh-
teen etäisyysmuutos.
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Kuva 2.13: Etäisyysprofiilit karkean liikekompensaation jälkeen.
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3 Autofokus

3.1 Johdanto

Tässä luvussa perehdytään kahteen vaihtoehtoiseen tapaan toteuttaa tark-
ka translatorisen liikkeen kompensaatio eli autofokus spotlight-muodossa
tuotetuille SAR- ja ISAR-kuville. Ensimmäinen tapa on vaihegradienttime-
netelmä [2, 21, 22]. Menetelmän toimintaperiaatetta havainnollistetaan en-
siksi etäisyyskompressoidun signaalin ideaalisen mallin (1.5) avulla, jonka
jälkeen pohditaan käytännön toteutukseen liittyviä yksityiskohtia. Toinen
tapa tunnetaan kirjallisuudessa kontrastin optimointina [23, 24, 25, 26, 27].
Kontrastin optimoinnin perusperiaatteet on selitetty kattavasti viitatuissa
julkaisuissa, joten tässä tekstissä keskitytään erityisesti optimoinnin lasken-
tatehokkaaseen toteutukseen. Lisäksi optimointiongelma muotoillaan siten,
että käytetty menetelmä on suoraviivaisesti yleistettävissä mille tahansa ku-
vanmuodostusalgoritmille.

Tässä luvussa oletetaan, että SAR-tutkan tapauksessa lentokoneen liike-
rata tunnetaan etäisyyserottelukykyä tarkemmin. Tämän lisäksi oletetaan,
että liikeratavirheiden aiheuttama muutos signaalin kulkemaan kaksisuun-
taiseen matkaan on kaikille kuvan erottelualkiolle sama. Tällöin tarkka lii-
kekompensaatio eli autofokus voidaan suorittaa korjaamalla etäisyyskomp-
ressoidun signaalin (1.5) vaihetta vain hitaasta ajasta riippuvalla korjaus-
funktiolla. ISAR-tapauksessa oletetaan vastaavasti, että karkealla liikekom-
pensaatiolla ollaan korjattu kohteen etäisyyserottelua suuremmat translato-
riset liikkeet.

3.2 Vaihegradienttimenetelmä

3.2.1 Yleiskuvaus

Vaihegradienttimenetelmä (PGA, phase gradient autofocus)1 [2, 21, 22] on
erityisesti korkeataajuisten ja korkeamman asteluvun vaihevirheiden esti-
mointiin soveltuva parametriton autofokusmenetelmä2. PGA soveltuu spot-
light-toimintamuodolla ja PFA-algoritmilla muodostettujen SAR-kuvien fo-

1nimitys on hieman harhaanjohtava, sillä menetelmässä arvioidaan ainoastaan vaihe-
virhefunktion yksiulotteista aikaderivaattaa

2tämä tarkoittaa sitä, että vaihevirhefunktion ei oleteta noudattavan mitään parametristä
mallia vaan se voi olla mielivaltainen hitaan ajan funktio
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kusoimiseen. Perusmuodossaan PGA olettaa etäisyyskompressoidun sig-
naalin ss ja SAR-kuvan olevan toisiinsa yhteydessä hitaan ajan (tai SAR-
kuvan sivusuuntaisen ulottuvuuden) yli otettavan Fourier-muunnoksen vä-
lityksellä. Lisäksi PGA olettaa kunkin sirottajan olevan näkyvissä jokai-
sessa etäisyysprofiilissa eli kaikilla hitaan ajan hetkillä. Etäisyyskompres-
soidussa signaalissa (1.5) kunkin sirottajan heijastaman kaiun vaihehisto-
rian tulee siis käyttäytyä likimain lineaarisesti hitaan ajan funktiona, jot-
ta PGA olisi mielekästä totetuttaa. PGA olettaa lisäksi vaihevirheiden ole-
van sirottajan sijainnista riippumattomia, joka rajoittaa tarkasti fokusoi-
tavan alueen kokoa. Kun vastaanotettu signaali on liikekompensoitu vii-
vaan (kuten yleensä on stripmap-toimintamuodossa) kunkin sirottajan vai-
he käyttäytyy hyperbolisesti hitaassa ajassa yhtälön (1.9) mukaisesti eikä
SAR-kuvasta päästä takaisin etäisyyskompressoituun signaaliin ss pelkäl-
lä Fourier-muunnoksella (mikäli halutaan päästä korkeaan erottelukykyyn
sivusuunnassa), joten PGA:n suora toteuttaminen ei tällöin onnistu alla esi-
tetyssä muodossa. Lisäksi stripmap-muodossa kukin sirottaja ei ole näky-
vissä kaikilla hitaan ajan hetkillä, koska antennikeila ei valaise kiinnitettyä
aluetta maanpinnalla. PGA:ta voidaan kuitenkin yleistää ja muokata tietyin
rajoituksin stripmap-geometriallekin [28, 29, 30].

Menetelmän ensimmäisessä vaiheessa valitaan etäisyyskompressoidus-
ta signaalista joukko etäisyysalkioita, jotka sisältävät suurimman osan vas-
taanotetun signaalin energiasta. Toinen vaihtoehto on valita käytettäväksi
kaikki etäisyysalkiot energiatasosta riippumatta. Tämän jälkeen muodoste-
taan SAR-kuva ottamalla Fourier-muunnos hitaan ajan suhteen (tämä teh-
dään PFA:ssa 1.5 suoritettavan uudelleennäytteistyksen jälkeen). Seuraa-
vaksi etsitään jokaisesta etäisyysalkiosta voimakkain sirottaja ja siirretään
se sivusuunnan nolla-alkioon eli SAR-kuvan keskelle. Tämän jälkeen kak-
siulotteista signaalia ikkunoidaan symmetrisesti keskitettyjen kirkkaiden
pisteiden ympäriltä suorakaideikkunalla. Ikkunoinnin jälkeen palataan ta-
kaisin etäisyyskompressoituun vaihehistoriaan käänteisellä Fourier-muun-
noksella SAR-kuvan sivusuuntaisen ulottuvuuden yli. Seuraavaksi suorite-
taan varsinainen vaihevirheen estimointi ensiksi estimoimalla vaihevirhe-
funktion derivaattaa ja sitten integroimalla tämä lopulliseksi vaihevirheen
estimaatiksi. Lopuksi suoritetaan vaihekorjaus alkuperäiselle etäisyyskomp-
ressoidulle signaalille käyttäen vaihevirheelle saatua estimaattia. Tämän
jälkeen muodostetaan vaihekorjattu kuva Fourier-muunnoksella hitaan ajan
suhteen ja toistetaan yllä mainitut toimenpiteet saadulle kuvalle iteratiivi-
sesti 1-10 kertaa vaihevirheen laadusta ja kuvattavan alueen tyypistä riip-
puen.
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3.2.2 Analyyttinen malli
Tutkitaan seuraavaksi tutkan vastaanottamaa etäisyyskompressoitua signaa-
lia siinä tapauksessa, että se sisältää tuntemattomia hitaasta ajasta riippuvia
vaihevirheitä. Vaihegradienttimenetelmän analysointia varten on hyödyllis-
tä esittää ideaalisen signaalin malli (1.7) hieman eri muodossa. Tämä johtuu
siitä, että PFA-algoritmin suorittaman interpolaation jälkeen sirottajat eivät
liiku etäisyyskompressoidussa signaalissa etäisyysalkiosta toiseen (mikäli
tasoaalto-oletus pätee riittävällä tarkkuudella). Tästä syystä sivusuuntaises-
ta kuvanmuodostuksesta ja siten autofokuksen suorittamisesta tulee oleel-
lisesti yksiulotteinen operaatio, eli signaaleja (1.5) ja (1.7) tarkastellaan ai-
noastaan hitaan ajan funktiona. Lisäksi radiaalinen etäisyysmuuttuja r voi-
daan korvata koordinaatistossa 1.1 määritellyllä karteesisella etäisyysmuut-
tujalla x. Oletetaan, että kohdealueella sijaitsee P kappaletta pistemäisiä si-
rottajia sijainneissa [xp yp 0]T , jolloin etäisyyskompressoitu signaali on su-
perpositio kaikista näistä sirottajista heijastuneista kaiuista. Heijastuvuus-
funktion oletetaan siis olevan muotoa

g(x, y) =
P∑
p=1

Apδ(x− xp)δ(y − yp). (3.1)

Koska sirottajat eivät enää liiku etäisyyssuunnassa, voidaan etäisyyssuun-
tainen sinc-funktio yhtälöissä (1.5) ja (1.7) korvata sirottajasta heijastuneen
signaalin amplitudilla Ap, joka oletetaan vakioksi. Käytetään lisäksi mer-
kintöjä φp(x) = ∠Ap, ap = |Ap| ja −4πfcrd0(xp, yp; t)/c = ωpt, jossa
ωp on vakio ja rd0(xp, yp; t) on sirottajasta p heijastuneen kaiun viive (ks.
merkinnät yhtälön (1.6) jälkeen). Jälkimmäisessä yhtälössä on siis tehty
oletus, että kunkin sirottajan etäisyys tutkasta muuttuu lineaarisesti hitaan
ajan funktiona. Oletetaan seuraavaksi, että kaikki poikkeamat lineaarises-
ta vaihekäyttäytymisestä (eli etäisyysmuutoksesta) ovat yhteisiä kaikille si-
rottajille ja merkitään niiksi φe(t). Näillä merkinnöillä ja oletuksilla yhtälö
(1.7) tulee muotoon

ss(x, t) = Π

(
t

T

) P∑
p=1

ap exp [i (ωpt+ φp(x) + φe(t))]

= ssi(x, t)e
iφe(t) = ssi(x, t)e(t).

(3.2)

Nyt φp on sirottajan sijainnista etäisyysalkiossa riippuva vakiovaihe (hi-
taassa ajassa) ja summaus käy kaikkien kohdealueella olevien sirottajien
yli. Tarkastellaan signaalia jatkossa ainoastaan yhdessä ulottuvuudessa eli
hitaassa ajassa t (eli siirrytään merkintään ss→ s), sillä analyysi on täysin
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riippumaton etäisyysmuuttujasta x. Yhtälössä (3.2) funktio ssi on ideaali-
nen etäisyyskompressoitu signaali, joka ei sisällä vaihevirheitä. Vaihevirhe-
funktio φe sisältää kaikki lineaarisesta poikkevat sirottajille yhteiset virheet,
jotka aiheutuvat esimerkiksi liikeratavirheistä tai ilmakehän lämpötilaero-
jen aiheuttamista radioaallon nopeuden muutoksista.

Vaihegradienttimenetelmän tarkoituksena on estimoida vaihevirhefunk-
tiota φe ja siten jakamalla funktio (3.2) saadulla virhefunktion e estimaatil-
la saadaan vaihevirheiden aiheuttama defokusoituminen kuvassa korjattua.
Ottamalla yhtälöstä (3.2) Fourier-muunnos hitaan ajan suhteen muodos-
tetaan ensiksi vaihevirheiden φe vaikutuksesta defokusoitunut SAR-kuva.
Jatkossa käytetään hitaan ajan t Fourier-duaalimuuttujasta merkintää ω.
Projektioviipaleteoreeman mukaisesti tämä muuttuja on suoraan verran-
nollinen sivusuuntaiseen paikkamuuttujaan y (kun tasoaalto-oletus on voi-
massa). Temporaalisen muuttuja t ja paikkamuuttuja y ovat siis muodolli-
sesti Fourier-duaalimuuttujia. Koska kyseessä on ainoastaan erikoistapaus
johtuen muuttujien määrittelystä ja projektioviipaleteoreemasta, merkitään
sekaannuksen välttämiseksi hitaan ajan Fourier-duaalimuuttujaksi kulma-
taajuusmuuttuja ω. Konvoluutioteoreeman avulla huomataan, että signaalin
(3.2) Fourier-muunnos tuottaa kuvaan funktioiden Si ja E konvoluution,
kun nämä ovat funktioiden si ja e Fourier-muunnokset eli kun Si(ω) =
Ft→ω{si(t)} ja E(ω) = Ft→ω{e(t)}. Saadaan siis

S(ω) = (Si ∗ E)(ω), (3.3)

jossa

Si(ω) = Ft→ω

{
Π

(
t

T

)∑
p

ape
i(φp+ωpt)

}
=
∑
p

ape
iφpT sinc [T (ω − ωp)] .

(3.4)

Seuraavassa vaiheessa etäisyysalkion voimakkain sirottaja siirretään sivu-
suunnan alkioon joka vastaa taajuutta ωp = 0. Tämän merkitys havaitaan
kohta yhtälössä (3.6) kun siirrytään takaisin hitaaseen aikaan käänteisel-
lä Fourier-muunnoksella. Sitä ennen kuitenkin signaalia S(ω) ikkunoidaan
vielä suorakaideikkunalla W symmetrisesti origon ympäriltä. Ikkunoinnin
merkityksestä ja käytännön toteuttamisesta on kerrottu lisää kohdassa 3.2.3.
Ikkunoiduksi ja keskitetyksi signaaliksi saadaan siten

Sw(ω) = Π
( ω
W

)
(Si ∗ E)(ω) (3.5)

kun W on käytettävän suorakaideikkunan koko. Koska ikkunointi suori-
tetaan taajuusaluessa, rajoittaa se nopeataajuisimpien muutoksien havait-
semista vaihevirhefunktion estimoinnissa. Lisäksi ikkunan tarkoituksena
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on poistaa etäisyysalkiossa olevien muiden sirottajien ja kohinan vaiku-
tusta vaihevirhefunktion estimointiin. Oletetaan seuraavaksi, että ikkunan
sisään jää ainoastaan etäisyysalkion voimakkain sirottaja, ja merkitään tä-
män amplitudiksi a0 ja vaiheeksi φ0 (joka on yleisesti erilainen kullekin
etäisyysalkiolle x). Ikkunoitu ja siirretty signaali hitaan ajan funktiona saa-
daan ottamalla käänteinen Fourier-muunnos yhtälöstä (3.5). Konvoluutio-
teoreemaa hyödyntämällä yhtälöstä (3.5) saadaan

sw(t) = a0e
iφ0Π

(
t

T

)
(w ∗ e)(t), (3.6)

jossa w(t) = F−1
ω→t {Π (ω/W )} = W sincWt. Siis siirtämällä sirottaja nol-

lataajuusalkioon saatiin yhtälön (3.2) lineaarinen vaihetermi ωpt häviämään
signaalista (3.6). Oletetaan seuraavaksi että ikkunointifunktion käänteis-
Fourier-muunnoksenw kanssa laskettavan konvoluution (3.6) vaikutus aika-
alueessa signaaliin sw on pieni. Tämä pätee hyvin, mikäli ikkunan leveys
on riittävän suuri vangitsemaan kaikki vaihevirhefunktion Fourier-muun-
noksessaE olevat suurimmat kuvan defokusoitumiseen vaikuttavat taajuus-
komponentit. Tällöin voidaan siis approksimoida

sw(t) = a0Π

(
t

T

)
eiφe(t)eiφ0 . (3.7)

Saadun signaalin (3.7) vaiheesta ei saada suoraan arvioita vaihevirhe-
funktiolle φe jokaiselle etäisyysalkiolle erilaisen vakiovaiheen φ0 takia. Mi-
käli estimointiin käytettäisiin ainoastaan yhtä etäisyysalkiota (tätä kutsu-
taan ns. dominoivan sirottajan menetelmäksi [31]), ei tämä haittaisi. Tä-
mä siksi, että sivusuuntaisen kuvanmuodostuksen kannalta vakiovaiheella
ei ole mitään merkitystä. Nyt kuitenkin tarkoituksena on saada estimaatteja
useista eri etäisyysalkioista, joille kaikille φ0 on erilainen. Ongelma ratkais-
taan estimoimalla vaihevirhefunktion derivaattaa dφe/dt = φ̇e. Vaihevirhe-
funktion φe derivaattaa voi estimoida signaalista (3.7) usealla eri tavalla.
Seuraavaksi esitetään kolme mahdollista tapaa estimaatin laskemiselle pe-
rustuen viitteisiin [2, 22, 32].

Vaihegradienttimenetelmän perustana on malli [2]

sw(t) = A0e
iφe(t) + η(t) (3.8)

keskitetylle ja ikkunoidulle etäisyyskompressoidulle signaalille. Yhtälös-
sä (3.8) A0 on etäisyysalkion keskitetyn sirottajan heijastuvuutta kuvaava
kompleksinen amplitudi. Sen sijaan η(t) on kohinatermi, joka aiheutuu si-
rottajaa ympäröivän alueen vasteesta. Identifioimalla ∠A0 = φ0 huoma-
taan, että malli on kohinatermiä vaille sama kuin yllä johdettu (3.7). Nyt
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A0 ja η ovat kompleksisia satunnaismuuttujia, jotka ovat erilaisia kullekin
etäisyysalkiolle. Vaihegradienttimenetelmässä tarkoituksena on estimoida
vaihevirhefunktiota φe, kun käytettävissä on etäisyysalkioiden lukumäärää
N vastaava määrä havaintoja kompleksisesta signaalista (3.8). Tyypillisesti
kohinatermi η oletetaan riippumattomasti ja identtisesti normaalijakautu-
neeksi.

Ensimmäisessä tavassa estimaatti voidaan laskea suoraan hyödyntämäl-
lä käytettävissä olevia signaaleja sw ja tämän Fourier-muunnosta Sw. En-
siksi huomataan yhtälöstä (3.7), että

ṡw(t) = iφ̇e(t)sw(t). (3.9)

Näin ollen ratkaisemalla yhtälö (3.9) φ̇e:n suhteen saadaan vaihevirhefunk-
tion derivaatan estimaatiksi

ˆ̇φe(t) =
I{ṡw(t)s∗w(t)}
|sw(t)|2

. (3.10)

Ikkunoidun signaalin derivaatan ṡw(t) laskemiseen voidaan hyödyntää Fou-
rier-muunnoksen derivaatta-ominaisuutta, jonka mukaan Ft→ω{ṡ(t)} =
iωS(ω) (tämä seuraa suoraan Leibnizin integraalisäännöstä). Näin ollen de-
rivaatta voidaan laskea kuva-alueen keskitetystä ja ikkunoidusta signaalista,
jolloin saadaan

ṡw(t) = F−1
ω→t{iωSw(ω)}. (3.11)

Toistaiseksi ollaan rajoitettu tarkastelemaan ainoastaan yhtä etäisyysalkiota
x. Käyttämällä estimointiin kaikkia valittuja etäisyysalkiota saadaan paino-
tettu estimaatti summaamalla valittujen etäisyysalkioiden yli, eli [21]

ˆ̇φe(t) =

∑
x I{ṡsw(x, t)ss∗w(x, t)}∑

x |ssw(x, t)|2
, (3.12)

jossa ssw(x, t) on nyt etäisyysalkion x ikkunoitu signaali. Vaihevirheen es-
timaatiksi saadaan integroimalla (diskreetissä tapauksessa kumulatiivisena
summana)

φ̂e(t) =

∫ t

−T/2

ˆ̇φe(τ)dτ. (3.13)

Toinen estimointimenetelmä perustuu vaihevirhefunktion derivaatan ap-
proksimoimiseen laskemalla peräkkäisten etäisyysprofiilien eli vierekkäis-
ten aikanäytteiden välisiä vaihe-eroja signaalista sw [2]. Siirrytään nyt jat-
kuvasta aikamuuttujasta t diskreettiä ajanhetkeä tm kuvaavaan indeksiinm,
jolloin jatkuvasta signaalista sw(t) tulee diskreetti signaali sw(tm). Tällöin
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vaihe-erotuksen estimaatiksi (joka on ˆ̇φ:n diskreetti versio) ajanhetkellä tm
saadaan

∆φ̂e(tm) = ∠

{∑
x

ssw(x, tm)ss∗w(x, tm−1)

}
. (3.14)

Vaihevirheen estimaatti saadaan tässä diskreetissä tapauksessa kumulatiivi-
sena summana. Siis ajanhetkellä tm vaihevirheen estimaatin arvo on

φ̂e(tm) =
m∑
i=1

∆φ̂e(ti), (3.15)

kun asetetaan φ̂e(t1) = 0. Estimaatin (3.14) laskemisessa on syytä kiin-
nittää huomiota laskuoperaatioiden järjestykseen. Siis kaikkien etäisyysal-
kioiden vaihegradientit lasketaan ensiksi koherentisti (kompleksisina) yh-
teen, jonka jälkeen saadusta kompleksiluvusta otetaan vaihekulma. Tämä
koherentti integrointi painottaa estimaatteja niiden amplitudien mukaises-
ti, jolloin oletuksen (3.8) pätiessä painotetaan eniten parhaimman signaali-
kohina-suhteen omaavia estimaatteja.

Kolmas tapa estimoida vaihevirhefunktiota perustuu tilastolliseen pää-
komponenttianalyysiin [32]. Tällöin jokaista kompleksisen virhefunktion
komponenttia e(tm) = exp (iφe(tm)) käsitellään satunnaismuuttujana ja
jokaista etäisyysalkiota havaintona. Koska jokaisessa etäisyysalkiossa sig-
naali on kompleksista vaihetekijää exp (iφ0) vaille virhefunktio e, voidaan
tällöin pääkomponenttianalyysin avulla estimoida tarvittavia vaihekorjauk-
sia φe(tm). Pääkomponenttianalyysin mukaan suurimman uskottavuuden
estimaatit ovat nyt satunnaismuuttujista exp (iφe(tm)) muodostetun kova-
rianssimatriisin suurinta ominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin alkioita.

PGA:n viimeisessä vaiheessa korjataan vaihevirheet alkuperäisestä etäi-
syyskompressoidusta signaalista (3.2) saadun vaihevirhefunktion estimaa-
tin φ̂e(t) avulla. Tämä tehdään kertomalla alkuperäinen signaali estimaatti-
funktion ê(t) = exp (iφ̂e(t)) kompleksikonjugaatilla. Vaihekorjatuksi sig-
naaliksi ssk saadaan siten

ssk(x, t) = ss(x, t)ê∗(t) = ss(x, t)e−iφ̂e(t). (3.16)

Tämän jälkeen voidaan muodostaa vaihekorjattu kuva ottamalla korjatusta
signaalista Fourier-muunnos hitaan ajan suhteen. Tässä vaiheessa PGA to-
teuttaa edellä esitetyt toimenpiteet uudestaan vaihekorjatulle SAR-kuvalle,
eli algoritmi toteutetaan iteratiivisesti. Iteratiivisen korjauksen tarvetta ja
lopettamista käsitellään seuraavassa kohdassa tarkemmin.
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3.2.3 Menetelmän analysointia
Kirkkaiden pisteiden (amplitudiltaan suurimpien sirottajien) keskitys on
oleellista PGA:n suorittaman etäisyysalkioiden yli tehtävän koherentin sum-
maamisen (eli estimaattien keskiarvoistamisen) kannalta. Mikäli kirkkaita
pisteitä ei siirretä sivusuunnan nollataajuusalkioon, on niistä heijastuneessa
signaalissa lineaarinen vaihetermi hitaassa ajassa yhtälön (3.2) mukaisesti
vaihevirhefunktion lisäksi. Tällöin laskettaessa signaalin derivaattaa aiheut-
taa tämä lineaarinen termi kuhunkin laskettuun derivaatan arvoon sirottajan
sivusuuntaisesta sijainnista riippuvan vakiovaiheen. Koska tämä vakiovai-
he on kullekin sirottajalle ja etäisyysalkiolle satunnainen, ei virhefunktion
e estimaatteja voida laskea koherentisti yhteen eri etäisyysalkioiden välil-
lä aiheuttamatta merkittävää tilastollista harhaa. Siis kirkkaiden pisteiden
keskitys mahdollistaa sen, että summat yhtälöissä (3.12) ja (3.14) voidaan
laskea kompleksisena, jolloin koherentti summaaminen toimii painotettuna
keskiarvon laskemisena ja parantaa saatavan estimaatin luotettavuutta. Täl-
löin estimointi painottaa automaattisesti amplitudiltaan suurimmista näyt-
teistä saatuja tuloksia. Lisäksi kirkkaiden pisteiden keskityksestä voi olla
hyötyä seuraavassa vaiheessa suoritettavaa ikkunointia varten.

Keskitetyn kuvan suorakaideikkunoinnin tarkoituksena on mahdollisim-
man tarkasti ikkunoida ideaalisesta sinc-tyyppisestä impulssifunktiosta Si
vaihevirheiden takia defokusoitunut ja levinnyt pisteleviämisfunktio Si ∗E
kussakin etäisyysalkiossa. Ikkunan ulkopuolelle jäävä signaalin osa hylä-
tään estimoinnin luotettavuuden parantamiseksi. Tällöin estimointiin käy-
tetään ainoastaan sitä osaa signaalista, jonka signaali-kohina-suhde on pa-
ras. Tarkoituksena on saada oletus (3.8) vastaamaan mahdollisimman hyvin
todellista tilannetta. Koska PGA valitsee kustakin etäisyysalkiosta voimak-
kaimman sirottajan pelkästään amplitudin perusteella, saattavat lähellä toi-
siaan sijaitsevat voimakkaat sirottajat heikentää estimoinnin laatua. Tämän
välttämiseksi voidaan estimointiin käytettävien sirottajien valintaan käyt-
tää toisenlaisia kriteerejä. Yksi esimerkiksi tällaisesta kriteeristä on etäi-
syyskompressoidun signaalin etäisyysalkion amplitudin varianssi. Varians-
si on pienimmillään silloin, kun etäisyysalkiossa on yksi dominoiva sirot-
taja, joka on näkyvissä koko koherentin prosessointiajan. Toisaalta lähellä
toisiaan sijaitsevien sirottajien aiheuttama interferenssi voi aiheuttaa ampli-
tudiin huomattavaa vaihtelua, jolloin tällaiset etäisyysalkiot voidaan hylä-
tä estimointiprosessista. Erilaisia painokertoimia estimoinnissa käsitellään
tarkemmin kohdassa 3.2.4.

Tärkeä ikkunointiin liittyvä käytännön ongelma on oikeanlaisen ikku-
nan leveyden valitseminen kullekin PGA:n iteraatiolle. Ideaalisen ikku-
nan leveyden löytäminen riippuu pitkälti kuvattavan alueen heijastuvuus-
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funktion laadusta. Asian havainnollistamiseksi käsitellään kahta ääritapaus-
ta. Ensimmäisessä tapauksessa alueelta löytyy runsaasti estimointiproses-
sin kannalta laadukkaita ja selkeästi ympäristöään dominoivia lähes piste-
mäisiä sirottajia. Tällöin voidaan hyödyntää tehtyä oletusta, jonka mukaan
vaihevirheet ovat sirottajan sijainnista riippumattomia. Ensiksi summataan
edellisessä vaiheessa keskitetty kuva etäisyysalkioden yli epäkoherentis-
ti. Tällöin saadaan keskiarvo vaihekorruptoituneen pisteleviämisfunktion
Si ∗E itseisarvosta eli amplitudiverhokäyrästä. Ikkunan leveys määritetään
tämän funktion huipun leveyden perusteella. Koska saatu summafunktio
on muodostettu keskitetyistä etäisyysalkiosta, on sen huippukohta origos-
sa. Defokusoituneesta kuvasta muodostettu summafunktio muodostaa täl-
löin origon ympärille selkeästi levinneen lähes symmetrisen huipun (ks. ku-
va 3.4). Toisaalta mitä parempi kuvan fokus on, sitä kapeammaksi piikiksi
origon ympäristössä tämä summafunktio muuttuu. Ikkunan leveys voidaan
tällöin valita automaattisesti siten, että se kattaa alueen joka päättyy sum-
mafunktion johonkin valittuun kynnysarvoon. Tämä kynnysarvo voidaan
määritellä esimerkiksi jokin sopiva luku kertaa pienemmäksi kuin funktion
maksimiarvo. Tällaista menetelmää käytettäessä tulee ikkunan leveydeksi
viimeisissä iteraatioissa tyypillisesti vain muutama näyte kuvan ollessa jo
melko hyvin fokusoitu.

Toisessa ääritapauksessa kuvattavan alueen heijastuvuusfunktio koos-
tuu ainoastaan tasaisesti heijastavasta taustasta eikä sisällä voimakkaita pis-
temäisiä sirottajia ollenkaan. Tällöin edellä esitetty periaate ikkunan koon
määrittämiseksi keskitetystä kuvasta muodostetusta summafunktiosta ei on-
nistu. Tämä siksi, että dominoivien sirottajien puuttuessa summafunktio ei
käyttäydy yllä esitetyllä tavalla. Tällöin järkevä tapa suorittaa ikkunointi on
valita ikkunan leveys ensimmäisessä iteraatiossa riittävän suureksi ja pie-
nentää sitä seuraavilla iteraatiolla jollakin sopivalla painokertoimella. Mo-
lemmissa tapauksissa riittävän leveän ikkunan valitseminen ensimmäises-
sä iteraatiossa vaikuttaa merkittävästi saatavan estimaatin luotettavuuteen.
Nimittäin mikäli osa vaihevirhefunktion merkittävistä taajuuskomponen-
teista jää ikkunan ulkopuolelle, ei niiden aiheuttamaa vaihevirhettä pysty-
tä estimoimaan enää myöhemmissä iteraatioissa (olettaen että ikkunaa ai-
na pienennetään, mikä on ainoa järkevä vaihtoehto). Liian leveän ikkunan
käyttäminen ensimmäisissä iteraatioissa puolestaan heikentää estimoinnin
konvergoitumista päästämällä suuremman määrän kohinaa estimointipro-
sessiin. Erityisesti mikäli signaali-kohinasuhde on riittävän huono, konver-
goitumista ei välttämättä tapahdu ollenkaan. Yllä mainituista syistä johtuen
ikkunan leveyden valitsemiseen on miltei mahdotonta käyttää mitään yleis-
pätevää menetelmää, vaan oikea menetelmä on aina valittava tapauskoh-
taisesti kohdealueen heijastuvuusfunktion laadun perusteella. Varmin tapa
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ikkunoinnin suorittamiseen on valita aluksi taatusti riittävän leveä ikkuna
ja pienetää sitä progressiivisesti iteraatiosta toiseen.

Estimaatioprosessin iteratiivisuuden tarvetta voidaan perustella seuraa-
vasti. Ensimmäisissä iteraatioissa kuvan ollessa hyvin defokusoitunut on
vaikeaa arvioida täsmälleen missä kohdassa estimointiin käytettävät domi-
noivat sirottajat sijaitsevat. Tästä johtuen siirrettäessä näitä sirottajia nol-
lataajuusalkioon ω = 0 ei lopputulos ole täsmällinen. Tällöin palattaes-
sa t-alueeseen käänteisellä Fourier-muunnoksella kunkin sirottajan vaihe-
historiassa esintyy vaihevirheen lisäksi pieni lineaarinen termi. Tämä ter-
mi heikentää vaihevirheen estimointia, kuten jo yllä todettiin. Suoritettaes-
sa useita iteraatioita dominoivien sirottajien keskitys onnistuu paremmin
kuvan fokuksen parantuessa ja pisteleviämisfunktioiden huippujen kaven-
tuessa. Näin ollen estimoinnin tarkkuus paranee lineaaristen vaihetermien
pienentyessä. Lisäksi estimointiprosessiin mukaan tuleva kohina aiheuttaa
tarvetta iteratiivisuudelle. Kuvan fokuksen paraneminen mahdollistaa ka-
peamman ikkunan käytön, jolloin estimointiprosessiin mukaan pääsevän
kohinan määrä vähenee iteraatioiden kuluessa.

Iteraatioprosessin lopetuskriteerinä voidaan käyttää joko estimoidus-
ta vaihevirhefunktiosta tai kunkin iteraation jälkeen muodostetusta SAR-
kuvasta laskettuja tilastollisia suureita. Esimerkiksi vaihevirhefunktion ne-
liöllisen keskiarvon neliöjuuri (RMS, root mean square) on hyvä mittari
estimoinnin konvergoitumisen arvioimiseen. Iterointi voidaan lopettaa kun
estimoidun vaihevirheen RMS tulee pienemmäksi kuin jokin valittu kyn-
nysarvo. Muodostetun SAR-kuvan laadun ilmaisimina toimivat esimerkiksi
amplitudien keskihajonnan ja keskiarvon suhde sekä intensiteettien neliöi-
den summa. Nämä suureet ovat maksimissaan kuvan sisältäessä mahdolli-
simman paljon teräviä pistemäisiä sirottajia. Erityisesti neliöllisten inten-
siteettien summa kuvaa hyvin kuvaan integroidun energian määrää eli ko-
herentin integroinnin onnistumista. Kuvan laatua ilmaisevia suureita (joi-
ta voidaan kutsua kuvan kontrastiksi) käsitellään tarkemmin kohdassa 3.3
kontrastin optimointiin perustuvien autofokusmenetelmien yhteydessä.

3.2.4 Toiminnallisuuden hienosäätöä
Kirkkaiden pisteiden keskityksen tarkoituksena on poistaa sirottajan sivu-
suuntaisen sijannin ωp aiheutama lineaarinen vaihehistoria etäisyyskompres-
soidusta signaalista (3.2). Tämä puolestaan mahdollistaa eri etäisyysalkiois-
ta saatavien estimaattifunktioiden e koherentin yhteenlaskun. Mikäli koh-
dealue ei sisällä voimakkaita pistemäisiä sirottajia tai kuva on hyvin de-
fokusoitunut, ei kirkkaiden pisteiden keskitys toimi optimaalisesti. Tästä
syystä lineaarisen vaihehistorian vaikutuksen poistamiseen kannattaa käyt-
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tää jotakin yleispätevämpää menetelmää.
Käytetään hyödyksi havaintoa, että vaihevirhefunktiota estimoitaessa

vakiovaiheella ei ole merkitystä autofokuksen ja sivusuuntaisen kuvanmuo-
dostuksen kannalta. Vakiovaihe ainoastaan siirtää kutakin sirottajaa etäi-
syyssuunnassa hieman, mutta tämä on kuvanmuodostuksen kannalta mer-
kityksetöntä. Lineaariset vaihehistoriat etäisyyskompressoidussa signaalis-
sa aiheuttavat sen, että eri etäisyysalkioista saadut estimaatit vaihevirhe-
funktion derivaatalle poikkeavat toisistaan satunnaisen vakiovaiheen ver-
ran. Näiden vakiovaiheiden vaikutus voidaan eliminoida muuttamalla kaik-
ki estimaatit nollakeskiarvoisiksi. Tämä suoritetaan vähentämällä kunkin
etäisyysalkion estimaatista sen odotusarvo. Odotusarvo saadaan kätevim-
min laskettua kompleksisten yhteenlaskujen avulla, jolloin vältytään moni-
käsitteisyysongelmilta vaiheen määrittämisessä. Vaihevirhefunktion aika-
derivaatan estimaatin odotusarvo saadaan siis kuten

〈∆φ̂e〉 = 〈∠
{

exp (i∆φ̂e)
}
〉 = ∠

{∑
m

exp (i∆φ̂e(tm))

}
. (3.17)

Saatu odotusarvo vähennetään kustakin vaihevirhefunktion aikaderivaatan
estimaatista, jolloin saadaan uusi estimaattifunktio

∆φ̂
′

e(tm) = ∠
{

exp
[
i(∆φ̂e(tm)− 〈∆φ̂e〉)

]}
. (3.18)

Suorittamalla kaikki laskuoperaatiot kompleksilukujen avulla (x, t)-aluees-
sa saadaan tällä tavalla lineaaristen vaihehistorioiden vaikutus eliminoitua
hyvin laskentatehokkaalla ja yksinkertaisella tavalla.

Kun vaihevirhefunktion derivaatan estimointi suoritetaan kohdassa 3.2.2
esitetyllä tavalla koherenttina yhteenlaskuna etäisyysalkioiden yli, kunkin
etäisyysalkion painokerroin määräytyy alkion signaalin amplitudin a0 pe-
rusteella. Tämä on estimoinnin kannalta optimaalinen tilanne, mikäli oletus
(3.8) pätee hyvin. Tällöin estimoinnissa painottuvat ne etäisyysalkiot, joi-
den signaali-kohinasuhde on paras. Tietyntyyppisille kohdealueille oletus
(3.8) ei kuitenkaan ole riittävän hyvä. Mikäli esimerkiksi etäisyysalkios-
sa on useita voimakkaita sirottajia lähellä toisiaan, oletus (3.8) ei päde ja
amplitudipainotus voi heikentää estimoinnin tulosta.

Tilanteissa, joissa oletus (3.8) ei toteudu riittävällä tarkkuudella eri etäi-
syysalkioista saatavien estimaattien painotus on syytä tehdä toisella tavalla.
Tämä tarkoittaa sitä, että ennen koherenttia summaamista kunkin etäisyy-
salkion vaihetermi a0 exp(i∆φ̂e(tm)) normalisoidaan siten, että amplitudi-
kerroin a0 häviää. Tämän jälkeen kullekin etäisyysalkiolle lasketaan paino-
kerroin, joka kuvaa kyseisen etäisyysalkion laatua estimointiprosessin kan-
nalta. On siis jollain menetelmällä arvioitava sitä, että kuinka hyvin oletus
(3.8) pätee kullekin etäisyysalkiolle.
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Yksinkertainen tapa painokertoimen laskemiseen on seurata etäisyys-
kompressoidun signaalin amplitudin vaihtelua. PFA-algoritmissa kaksiu-
lotteisen interpolaation jälkeen etäisyyskompressoidussa signaalissa sirot-
tajien liike etäisyysalkioista toiseen on kompensoitu (kun tasoaalto-oletus
pätee). Tällöin voidaan laskea kullekin etäisyysalkiolle sen amplitudin va-
rianssi. Etäisyysalkion xn amplitudin varianssi on

σ2
n = 〈|ss(xn, t)|2〉 − 〈|ss(xn, t)|〉2 = 〈|ss(xn, t)|2〉 − µ2

n, (3.19)

jossa µn = 〈|ss(xn, t)|〉 ja odotusarvot lasketaan hitaan ajan t suhteen. Mi-
käli etäisyysalkiossa on oletuksen (3.8) mukaan yksi voimakas sirottaja, on
varianssi (3.19) tällöin pieni. Mikäli taas etäisyysalkio sisältää useita lähel-
lä toisiaan olevia voimakkaita sirottajia, on amplitudissa selkeää vaihtelua
näistä sirottajista heijastuneiden signaalien interferenssin takia. Näin ollen
painokertoimena voidaan käyttää etäisyysalkion amplitudin käänteistä va-
rianssia. Oletuksen (3.8) vahvistamiseksi käänteinen varianssi voidaan vie-
lä kertoa etäisyysalkion amplitudin keskiarvolla µn. Tällöin painokerroin
korostaa niitä etäisyysalkiota, jotka sisältävät eniten energiaa. Estimointi
suoritetaan siis kertomalla kukin etäisyysalkion xn amplitudillaan normali-
soitu vaihetermi exp(i∆φ̂e(tm)) painokertoimella µn/σ2

n ja summaamalla
estimaatit kaikkien etäisyysalkioiden yli.

3.2.5 Esimerkki
Käytetään kuvassa 1.4 esitettyä Gotcha Challenge-projektin [8] SAR-sig-
naalia vaihegradienttimenetelmän toiminnan demonstroimiseen. Etäisyys-
kompressoituun signaaliin indusoidaan ensiksi korkeataajuinen sinimuotoi-
nen vaihevirhe 3.14, jonka vaikutuksesta muodostettaessa SAR-kuva PFA-
algoritmilla päädytään tulokseen 3.1. Verrattuna ideaaliseen kuvaan 1.5 ha-
vaitaan vasteen leviäminen sivusuunnassa. Leviämisen aiheuttama meka-
nismi voidaan ymmärtää yhtälön (3.3) perusteella. Mitä nopeampia muu-
toksia (eli korkeataajuisempia komponentteja Fourier-integraalissa) vaihe-
virhefunktio φe sisältää, sitä leveämpi on funktion e(t) = exp(iφe(t)) Fou-
rier-muunnos E. Mitä levemmän funktion kanssa ideaalinen kuvafunktio
Si konvoloidaan, sitä voimakkaammin se leviää eli defokusoituu.

Kuvissa 3.2 ja 3.3 nähdään SAR-kuvat kirkkaiden pisteiden keskityk-
sen jälkeen PGA:n ensimmäisen ja toisen iteraation aikana. Kuviin 3.4 ja
3.5 on SAR-kuvien 3.2 ja 3.3 intensiteeteistä laskettu keskiarvo etäisyys-
suunnan yli. Ensimmäisen iteraation kuvasta 3.4 huomataan selkeästi de-
fokusoitumisen aiheuttama leviäminen kirkkaimpien pisteiden vasteessa.
Koska SAR-kuva 1.5 sisältää useita voimakkaita sirottajia, voidaan suo-
rakaideikkunan leveys tässä tapauksessa määrittää kuvien 3.4 ja 3.5 perus-
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teella automaattisesti yllä kuvatun kynnystämisoperaation avulla. Kynny-
sarvoksi on tässä tapauksessa asetettu 10 dB huippuarvoa pienempi arvo.
Toisessa iteraatiossa 3.5 voimakkaimpien sirottajien vaste muodostaa jo hy-
vin kapean piikin, mikä kertoo jäljellä olevien vaihevirheiden olevan enää
pieniä.

PGA:n lopetuskriteerinä voidaan käyttää esimerkiksi estimoidun vaihe-
virheen neliöllisen keskiarvon neliöjuurta 3.6 tai intensiteettikuvan kont-
rastia 3.7. Kontrasti voidaan määritellä eri tavoin, tähän palataan tarkem-
min kohdassa 3.3. Kyseisten mittarien avulla voidaan vertailla yllä koh-
dassa 3.2.2 ja 3.2.4 esitettyjä erilaisia estimointitapoja keskenään. Vertail-
laan ensiksi kirkkaiden pisteiden keskityksen ja yhtälön (3.18) mukaisen
operaation vaikutusta estimointiprosessin konvergoitumiseen, kun vaihevir-
hefunktiota estimoidaan yhtälön (3.15) mukaisesti. Kyseisten menetelmien
on tarkoitus eliminoida sirottajien ideaalisesta etäisyysmuutoksesta aiheu-
tuvien lineaaristen vaihehistorioiden vaikutus vaihevirhefunktion estimoin-
nissa. Kuvassa 3.8 on piirretty intensiteettikuvan kontrasti näille kahdelle
eri menetelmälle kunkin PGA:n iteraation jälkeen. Kuvan 3.8 kvantitatii-
vista tulosta vahvistaa myös ensimmäisen iteraation jälkeen muodostetuis-
ta SAR-kuvista 3.9 ja 3.10 havaittava kvalitatiivinen ero. Operaatio (3.18)
havaitaan siten kirkkaiden pisteiden keskitystä tehokkaammaksi tavaksi eli-
minoida lineaaristen vaihehistorioiden vaikutus estimointiprosessissa.

Kohdassa 3.2.2 esitettyjen estimaatiotapojen vertailua on esitetty ku-
vissa 3.11 ja 3.12. Estimoinnissa käytetyt menetelmät ovat (3.13) (sininen),
(3.15) (vihreä), pääkomponenttianalyysi (punainen) ja kohdassa 3.2.4 ku-
vattu käänteisen varianssin painotus (musta). Havaitaan, että estimointita-
voissa ei tässä tapauksessa ole merkittävää eroa. Kuvassa 3.13 on piirretty
10 iteraation jälkeen estimaatilla (3.15) korjattu SAR-kuva. Estimoitu ja
indusoitu vaihevirhe näkyvät kuvassa 3.14.

3.3 Optimointiautofokus

3.3.1 Johdanto
Tässä kohdassa käytetään matemaattiseen optimointiin perustuvaa lähes-
tymistapaa autofokuksen suorittamiseen. Idea on kirjallisuudessa tunnettu
kontrastin optimointina [23, 24, 25, 26, 27]. Tavoitteena on löytää muodos-
tetusta SAR-kuvasta jokin sellainen mittari, joka on minimissään tai mak-
simissaan kuvan ollessa optimaalisessa fokuksessa.

Kuvasta optimoitavaa suuretta kutsutaan optimointiteoriassa kohdefunk-
tioksi. Kohdefunktio on reaaliarvoinen usean muuttujan funktio, jonka mi-
nimipistettä optimoitaessa etsitään. Kohdefunktion L muuttujat riippuvat
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Defocused SAR image
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Kuva 3.1: Defokusoitunut SAR-kuva.

Center-shifted image, iteration # 1
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Kuva 3.2: Keskitty SAR-kuva ensimmäisessä iteraatiossa.
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Center-shifted image, iteration # 2
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Kuva 3.3: Keskitty SAR-kuva toisessa iteraatiossa.
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Kuva 3.4: Etäisyyssuunnan yli laskettu keskiarvo intensiteettikuvasta 3.2
(ensimmäinen iteraatio).
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Kuva 3.5: Etäisyyssuunnan yli laskettu keskiarvo intensiteettikuvasta 3.3
(toinen iteraatio).
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Kuva 3.6: Kullakin iteraatiolla estimoidun vaihevirheen neliöllisen kes-
kiarvon neliöjuuri.
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Kuva 3.7: Intensiteettikuvan amplitudien keskihajonnan ja keskiarvon suh-
de kunkin iteraation jälkeen.
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Kuva 3.8: Kirkkaiden pisteiden keskityksellä (sininen) ja yhtälön (3.18)
mukaisella operaatiolla (punainen) varustettujen algoritmien vertailu.
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Iteration # 1 (regular center shifting)
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Kuva 3.9: SAR-kuva ensimmäisen iteraation jälkeen käytettäessä kirkkai-
den pisteiden keskitystä.

Iteration # 1 (modified center shifting)
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Kuva 3.10: SAR-kuva ensimmäisen iteraation jälkeen yhtälön (3.18) mu-
kaista operaatiota.
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Kuva 3.11: Estimaatiomenetelmien vertailua vaihevirheen neliöllisen kes-
kiarvon neliöjuuren avulla.
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Kuva 3.12: Estimaatiomenetelmien vertailua intensiteettikuvan entropian
avulla.
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Autofocused SAR-image
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Kuva 3.13: Vaihegradienttimenetelmällä fokusoitu SAR-kuva.
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Kuva 3.14: Indusoitu vaihevirhe (sinisellä) ja PGA:lla estimoitu vaihevirhe
(punaisella).
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optimointiongelman määrittelystä. Esimerkiksi spotlight-autofokuksessa on
luonnollista käyttää muuttujina yksiulotteisen vaihevirhefunktion φe kom-
ponenttien estimaatteja φ̂e(tm). Ongelman parametrisointi on kuitenkin täy-
sin vapaasti valittavissa. Lisäksi optimointiongelma voidaan määritellä si-
ten, että se on riippumaton tavasta, jolla SAR-kuva muodostetaan. Nämä
seikat tekevät optimointipohjaisesta autofokusratkaisusta hyvin joustavan
ja houkuttelevan vaihtoehdon.

Optimointiautofokuksen onnistumisen kannalta hyvin oleellinen asia
on kohdefunktion valitseminen. SAR-autofokuksen tapauksessa osoittau-
tuu, että kohdefunktio on syytä valita kuvattavan alueen heijastuvuusfunk-
tion laadun mukaan [26]. Optimointiautofokuksen käyttöä SAR-tutkan sig-
naalinkäsittelyssä on toistaiseksi rajoittanut riittävän laskentakapasiteetin
puute. Laskennallinen taakka aiheutuu siitä, että jokaista kohdefunktion ar-
voa varten on muodostettava SAR-kuva halutuilla muuttujien (eli vaihekor-
jauksien) arvoilla. Laskentakapasiteetin kasvaminen kuitenkin mahdollis-
taa tulevaisuudessa optimointiautofokuksen hyödyntämisen yhä enenevissä
määrin.

3.3.2 Ongelman määrittely ja parametrisointi
Lähestytään spotlight-autofokus-ongelmaa käyttämällä kohdefunktion muut-
tujina ainoastaan hitaasta ajasta riippuvan vaihevirhefunktion komponent-
tien estimaatteja φ̂e(tm). Siirrytään seuraavaksi yksinkertaisempaan mer-
kintätapaan, jossa φ̂e(tm) korvataan merkinnällä φm. Etäisyyskompressoi-
dun signaalin vaihekorjaus suoritetaan kuten vaihegradienttimenetelmässä,
eli vaihekorjattu signaali on muotoa ss(r, tm) exp(−iφm). Käytetään lisäk-
si vaihekorjaukselle vektorinotaatiota

φ =
[
φ1 φ2 . . . φM

]T
. (3.20)

Autofokuksen suorittaminen tarkoittaa nyt sitä, että etsitään muuttujille φm
(jossa m = 1, . . . ,M ) sellaiset arvot, että kohdefunktio L : RM → R,
L = L(φ) on minimissään. Formaalisti autofokus-ongelma voidaan siten
esittää muodossa

φ? = arg min
φ∈Θ

L(φ), (3.21)

jossa Θ = [−π, π]M , kun M on näytteiden lukumäärä hitaassa ajassa. Siis
autofokuksessa etsitään M -ulotteisen hyperkuution Θ pistettä φ?, jossa
kohdefunktio L saa minimiarvonsa. Huomionarvoista on, että kun liikerata-
virheet ovat etäisyysalkiota pienempiä ja sirottajien sijainnista riippumatto-
mia, rajoitusehdoksi saadaan M -ulotteinen hyperkuutio. Optimointiongel-
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ma (3.21) voidaan esittää myös vaihtoehtoisessa muodossa[
∂L

∂φ

]
φ=φ?

= 0. (3.22)

Siis minimointiongelma (3.21) voidaan muuttaa ongelmaksi (3.22), mikäli
kohdefunktion gradientti voidaan laskea. Tarkoituksena on siis löytää alu-
eesta Θ piste φ?, jossa kohdefunktion gradientti häviää. Tällaista pistet-
tä kutsutaan funktion L stationääriseksi pisteeksi. Jotta ongelma on mie-
lekästä esittää muodossa (3.22), on kyseessä oltava lokaali optimointion-
gelma. Johtuen tavasta jolla vaihekorjaukset etäisyyskompressoituun sig-
naaliin tehdään, kohdefunktiolla on täsmälleen yksi uniikki minimi välillä
[−π, π] kussakin koordinaattisuunnassa φm, kuten kohdassa 3.3.4 tullaan
huomaamaan. Syy ongelman (3.21) vaihtoehtoiseen muotoiluun (3.22) pii-
lee siinä, että hyödyntämällä informaatiota kohdefunktion derivaatasta voi-
daan ongelma ratkaista huomattavasti kevyemmällä laskennalla.

Yllä esitetty ongelman muotoilu vastaa parametritonta autofokusta. Op-
timointiongelma voidaan kuitenkin määritellä täysin mielivaltaisella taval-
la. Mikäli tiedetään, että vaihevirhe on esimerkiksi matalan asteen poly-
nomi tai sinimuotoinen funktio, on yllä esitetty tapa turhaa yliparametri-
sointia. Tällöin on järkevää käyttää parametrista lähestymistapaa, jolloin
vaihevirhefunktion estimaatti esitetään muodossa

φm =
J∑
j=1

ajψj(tm), (3.23)

jossa ψ on vaihevirheen parametrisointiin käytettävä kantafunktio ja a sen
voimakkuutta kuvaava kerroin. Parametrisessa tapauksessa optimointion-
gelman ulottuvuus on J , joka vastaa käytettyjen kantafunktioiden luku-
määrää. Tavoitteena on tässäkin tapauksessa loytää sellainen arvo vektorille
a = [a1 . . . aJ ]T , että kohdefunktio on minimissään (siis kohdefunktion L
stationäärinen piste a∗).

3.3.3 Kohdefunktiot
Optimointiautofokuksen kannalta kriittinen ongelma on sopivan kohdefunk-
tion valitseminen. Tässä kohdassa käydään läpi joitakin SAR-kirjallisuu-
desta löytyviä sekä kuvankäsittelystä lainattuja kohdefunktiota [33, 34].
Koska kohdefunktio L on skalaarifunktio ja SAR-kuva on kahden paik-
kamuuttujan funktio, on se yksinkertaisimmassa tapauksessa muotoa

L(φ) =
∑
x,ω

Ψ
(
Ix,ω(φ)

)
, (3.24)
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jossa summaus käy kaikkien erottelualkioiden yli ja Ix,ω on erottelualkion
(x, ω) intensiteettiarvo. Jätetään tässä kohdassa merkintöjen yksinkertais-
tamiseksi intensiteettiarvojen I riippuvuus muuttujista φ merkitsemättä.
Merkitään siis erottelualkion (x, ω) intesiteettiarvoksi I = I(x, ω). Yh-
tälössä (3.24) Ψ on jokin mielivaltainen funktio. Jotta optimointiongelma
olisi mielekäs, on tämä funktio syytä valita konveksiksi3. Lisäksi funktion
Ψ tulee olla jatkuvasti derivoituva, mikäli ongelma halutaan ratkaista yhtä-
lön (3.22) avulla. Koska summausoperaatio yhtälössä (3.24) on kohdefunk-
tion laskemisen kannalta triviaali, on Ψ siis oleellisesti valittu kohdefunk-
tio. Yleisessä tapauksessa ongelma (3.21) ei ratkea suljetussa muodossa,
vaan sen ratkaisemiseen on käytettävä jotakin numeerista likimääräismene-
telmää. Koska optimointiongelma on luonteeltaan lokaali, voidaan se tästä
huolimatta ratkaista laskennallisesti tehokkaalla tavalla.

Ensimmäinen mahdollinen kohdefunktio on adaptiivisesta optiikasta lai-
nattu potenssilaki [34]

Ψ(I) =

{
−Iα, kun α > 1

Iα, kun 0 < α < 1.
(3.25)

Kun α > 1, potenssilaki on minimissään kun intensiteetiltään suurimpien
erottelualkioiden intensiteettiarvot ovat mahdollisimman suuria. Pienem-
millä α:n arvoilla potenssilaki pyrkii vastaavasti minimoimaan vähän ener-
giaa sisältävien erottelualkioiden intensiteettiarvoja. Tämän kohdefunktion
minimoiminen siis pyrkii aiheuttamaan kuvan intensiteettiarvoihin hajon-
taa, joka tyypillisesti kuvaa hyvin kuvan kontrastia.

Potenssilain (3.25) kanssa hyvin analoginen kohdefunktio on intensi-
teettiarvojen keskihajonnan ja keskiarvon suhde eli variaatiokerroin (tai
normalisoitu keskihajonta) [24]

L(I) = −
√
〈I2〉 − 〈I〉2
〈I〉

. (3.26)

Potenssilain tavoin tämän kohdefunktion minimointi pyrkii terävöittämään
kuvaa aiheuttamalla sen intensiteettiarvoihin mahdollisimman suurta ha-
jontaa. Yhtälössä (3.26) intensiteettiarvot I voidaan korvata myös ampli-
tudiarvoilla A =

√
I . Tässä tapauksessa kohdefunktio ei siis ole yksinker-

taista muotoa (3.24), joka vaikuttaa optimoinnin toteutukseen myöhemmin
nähtävällä tavalla.

Kuvan informaatiosisältöä kuvaava suure on kuvankäsittelystä lainattu
määritelmä entropialle

Ψ(I) = −I ln I, (3.27)
3tai konkaaviksi, jos käsitellään maksimointitehtävää
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jota on käytetty menestyksekkäästi sekä ISAR- että SAR-kuvien autofo-
kuksessa [5, 35]. Kuten edellisetkin kohdefunktiot, entropia saa minimiar-
vonsa intensiteettien hajonnan ollessa suurta. Vastaavasti entropia kasvaa
intensiteettiarvojen vaihtelun pienetyessä, joka on tyypillinen kuvan defo-
kusoitumisesta aiheutuva ilmiö.

Kuvankäsittelyssä kuvan terävyyttä arvioidaan usein intensiteettikuvan
gradienttinormien avulla [34]. Tällöin kohdefunktio ei ole yksinkertais-
ta muotoa (3.24). Yksinkertainen esimerkki tällaisesta kohdefunktiosta on
intensiteettikuvan I(x, ω) gradienttinormien pituuksien neliöiden summa.
Diskreetissä tapauksessa kun ∆x ja ∆ω ovat erottelualkioiden koot etäisyys-
ja sivusuunnassa kohdefunktio on muotoa

L(I) =∑
m,n

[
(I(xn, ωm + ∆ω)− I(xn, ωm))2 + (I(xn + ∆x, ωm)− I(xn, ωm))2] .

(3.28)

Intensiteettikuvan gradientteja voi käyttää kohdefunktion muodostamiseen
usealla muullakin tavalla. Esimerkiksi pelkät x tai ω-suuntaiset gradientit
taikka suurimmat gradienttinormit voivat toimia kohdefunktiona.

Kohdefunktio voi sisältää myös kynnystämisoperaation. Tällöin tarkoi-
tuksena on muodostaa kohdefunktio käyttämällä ainoastaan niitä intensi-
teettiarvoja (tai kuvan gradienttinormien arvoja), jotka toteuttavat tietyn
loogisen ehdon (eli esimerkiksi ovat pienempiä tai suurempia kuin jokin va-
littu kynnysarvo). Lisäksi kohdefunktion laskennassa voidaan kunkin erot-
telualkion intensiteettiarvoa painottaa jollakin kertoimellaw(x, ω), joka ku-
vaa jollakin tavalla erottelualkion (x, ω) laatua vaihevirheen estimointipro-
sessin kannalta. Tämä on täysin analoginen operaatio vaihegradienttimene-
telmän yhteydessä käsitellyn estimaattien painotuksen kanssa, joten koh-
dassa 3.2.4 esitettyä käänteisen varianssin painotusta voidaan hyödyntää
myös tässä tapauksessa. Näissä menetelmissä rajoituksena on kuitenkin se,
että prosessointimenetelmäksi oletetaan projektioviipaleteoreemaan perus-
tuva PFA-algoritmi.

3.3.4 Suora optimointi
Esitetään ensiksi yksinkertainen, joskin laskennallisesti melko raskas ta-
pa ratkaista ongelma (3.21). Ideana on tutkia kohdefunktiota aina yhden
muuttujan suhteen kerrallaan. Tämä tarkoittaa sitä, että muutetaan ainoas-
taan yhden vaihekorjauksen φm arvoa pitämällä muita vakiona. Esimerkki
kohdefunktion käyttäytymisestä eri muuttujien suhteen on esitetty kuvassa
3.15. Kohdefunktio on luonnollisesti 2π-jaksollinen johtuen tavasta, jolla
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vaihekorjaus tehdään (tästä syystä rajoitusjoukkona on hyperkuutio Θ ja
φm ∈ [−π, π]). Lisäksi havaitaan, että sillä on aina täsmälleen yksi lokaali
minimi välillä [−π, π]. Ongelma on siis luonteeltaan lokaali, joka mahdol-
listaa vaihtoehtoisen muotoilun (3.22).

Tarkoituksena on minimoida kohdefunktio erikseen jokaisen muuttujan
suhteen pitämällä muita vakiona. Koska kohdefunktio ei yleisesti ole se-
paroituva eli summa yksiulotteisista funktioista (L(φ) 6= L1(φ1) + · · · +
LM(φM)), on kyseinen prosessi toistettava useita kertoja lokaalin minimin
löytämiseksi M -ulotteisessa avaruudessa. Yksi iteraatio kyseisestä mene-
telmästä koostuu siten M kappaleesta yksiulotteisia optimointiongelmia

φk+1
m = arg min

φm∈[−π,π]

L(φk+1
1 , . . . , φm, . . . , φ

k
M), (3.29)

jossa k on iteraation numero ja merkinnällä φkm tarkoitetaan muuttujan φm
arvoa iteraatiolla k.

Ongelmien (3.29) ratkaisemiseen voidaan käyttää monenlaisia mene-
telmiä. Laskennallista taakkaa helpottaa se, että yhdessä iteraatiossa kaik-
ki optimointiongelmat (3.29) voidaan laskea toisistaan riippumatta eli rin-
nakkain4. Kohdefunktion säännöllisen käyttäytymisen ansiosta 5-10 koh-
defunktion arviointia riittää tyypillisesti lähes täsmälliseen minimikohdan
paikallistamiseen. Esimerkissä 3.3.5 optimointiongelmat on ratkaistu käyt-
täen kaksivaiheista menetelmää. Ensimmäisessä vaiheessa haarukoidaan kul-
taisen leikkauksen menetelmällä sellainen väli, jossa minimin tiedetään
olevan. Tarkoituksena on, että haarukoitu väli on niin kapea, että kohde-
funktio on lähes täsmällisesti neliöllinen kyseisellä välillä. Toisessa vai-
heessa käytetään sekanttimenetelmää minimin täsmälliseen paikallistami-
seen.

3.3.5 Esimerkki
Käytetään seuraavaksi kontrastin optimointia suoralla optimointimenetel-
mällä 3.3.4 SAR-kuvan 3.1 fokusoimiseen. Yksi iteraatio kyseistä mene-
telmää tarkoittaa optimointiongelman (3.29) ratkaisemista jokaiselle vaihe-
korjaukselle φm. Ongelman lokaali luonne paljastuu tutkimalla kohdefunk-
tion käyttäytymistä eri muuttujien suhteen (pitämällä muita vakiona), kuten
kuvassa 3.15 on tehty neljälle eri muuttujalle.

Suoran optimoinnin konvergoitumista voidaan arvioida samaan tapaan
kuin vaihegradienttimenetelmän tapauksessa tehtiin eli tutkimalla estimoi-
dun virheen neliöllisen keskiarvon neliöjuurta sekä kohdefunktion (eli SAR-

4tällöin ei tosin voida yhden iteraation kuluessa päivittää edellisiä vaihekorjauksia ku-
ten yhtälössä (3.29) on tehty
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Kuva 3.15: Kohdefunktion käyttäytyminen neljässä eri koordinaattisuun-
nassa.

kuvan kontrastin) arvoa kunkin iteraation jälkeen. Nämä ovat piirrettyinä
kuvissa 3.16 ja 3.17. Kymmenen iteraation jälkeen saatu SAR-kuva ja esti-
moitu vaihevirhe näkyvät kuvissa 3.18 ja 3.19.

3.3.6 Kohdefunktion gradientti
Käsitellään seuraavaksi tuttua spotlight-tilannetta, jossa SAR-kuva muo-
dostetaan etäisyyskompressoidusta signaalista Fourier-muunnoksella hitaan
ajan suhteen. Oletetaan siis, että kuvanmuodostuksessa voidaan hyödyn-
tää projektioviipaleteoreemaa, jolloin kuva muodostetaan PFA-algoritmilla
(ks. luku 1, kohta 1.5). Osoittautuu, että tässä tapauksessa kohdefunktion L
gradientti on laskettavissa, mikäli kohdefunktio on yksinkertaista muotoa
(3.24) [25, 26]. Valitaan ensiksi kohdefunktioksi intensiteettien neliöiden
summa, eli Ψ(I) = −I2. Siis kohdefunktio on muotoa

L(φ) = −
∑
x,ω

[Ix,ω(φ)]2 = −
∑
x,ω

|sS(x, ω)sS∗(x, ω)|2, (3.30)

jossa sS(x, ω) = Ftm→ω{ŝs(x, tm)} = Ftm→ω{ss(x, tm) exp (−iφm)},
kun ŝs on korjaustermillä exp(−iφm) kerrottu etäisyyskompressoitu sig-
naali ja ss on korjaamaton etäisyyskompressoitu signaali (ideaalisesti muo-
toa (1.7)). Lisäksi intensiteettikuva I saadaan kompleksisen kuvafunktion
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Kuva 3.16: Estimoidun vaihevirheen RMS kunkin iteraation jälkeen.
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Kuva 3.17: Kohdefunktion (3.26) arvo kunkin iteraation jälkeen.
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Kuva 3.18: Suoralla optimoinnilla autofokusoitu SAR-kuva, kohdefunk-
tiona (3.26).
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Kuva 3.19: Indusoitu ja estimoitu vaihevirhe.
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sS itseisarvon neliönä, eli I(x, ω) = |sS(x, ω)|2 = sS(x, ω)sS∗(x, ω).
Lasketaan seuraavaksi kohdefunktion (3.30) osittaisderivaatta muuttujan φl
suhteen. Ketjusäännöstä saadaan ensiksi

∂L

∂φl
= −2

∑
x,ω

sS(x, ω)sS∗(x, ω) · ∂
∂φl

[sS(x, ω)sS∗(x, ω)] . (3.31)

Yhtälössä (3.31) olevan tulon derivaatan ratkaisemiseksi lasketaan seuraa-
vaksi funktion sS osittaisderivaatta muuttujan φl suhteen. Koska nyt käsi-
tellään hitaassa ajassa t näytteistettyä signaalia, käytetään Fourier-muun-
noksesta diskreettiä versiota. Saadaan

∂

∂φl
sS(x, ω) =

∂

∂φl
Ftm→ω{ss(x, tm)e−iφm}

=
∂

∂φl

[
M−1∑
m=0

ss(x, tm) exp
(
−itm

ω

M

)
exp (−iφm)

]

= −i
M−1∑
m=0

δml ss(x, tm) exp (−iφm) exp
(
−itm

ω

M

)
= −iŝs(x, tl) exp

(
−itl

ω

M

)
.

(3.32)

Vastaavalla tavalla saadaan kompleksikonjugaattifunktion sS∗ osittaisderi-
vaataksi

∂

∂φl
sS∗(x, ω) = iŝs∗(x, tl) exp

(
itl
ω

M

)
. (3.33)

Käyttämällä tuloksia (3.32) ja (3.33) saadaan yhtälön (3.31) tulofunktion
derivaatalle

∂

∂φl
[sS(x, ω)sS∗(x, ω)] =

− isS∗(x, ω)ŝs(x, tl) exp
(
−itl

ω

M

)
+ isS(x, ω)ŝs∗(x, tl) exp

(
itl
ω

M

)
= 2I

{
sS∗(x, ω)ŝs(x, tl) exp

(
−itl

ω

M

)}
.

(3.34)
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Näin ollen yhtälön (3.31) avulla saadaan osittaisderivaataksi

∂L

∂φl
= −4

∑
x,ω

I
{
|sS(x, ω)|2sS∗(x, ω)ŝs(x, tl) exp

(
−itl

ω

M

)}
= −4

∑
x

I

{
ŝs(x, tl)

[∑
ω

|sS(x, ω)|2sS(x, ω) exp
(
itl
ω

M

)]∗}
= −4

∑
x

I
{
ŝs(x, tl)

[
F−1
ω→tl{sS(x, ω)|sS(x, ω)|2}

]∗}
.

(3.35)

Saatua tulosta voidaan hyödyntää esittämällä gradientti mielivaltaiselle koh-
defunktiolle (3.24). Tällöin osittaisderivaatta (3.31) on muotoa

∂L

∂φl
=
∑
x,ω

∂Ψ

∂I(x, ω)

∂I(x, ω)

∂φl
. (3.36)

Yllä esitetyn johdon avulla nähdään, että tässä tapauksessa saadaan

∂L

∂φl
= 2

∑
x

I

{
ŝs(x, tl)

[
F−1
ω→tl{sS(x, ω)

∂Ψ

∂I(x, ω)
}
]∗}

. (3.37)

Yhtälöstä (3.35) huomataan, että gradienttivektorin laskeminen on suu-
rinpiirtein verrattavissa kuvanmuodostukseen laskennallisessa taakassa. Tä-
mä siksi, että vaihekorjatun kuvafunktion sS(x, ω) muodostamiseen vaadi-
taan Fourier-muunnos hitaan ajan suhteen ja gradientin (3.35) laskemissa
vaaditaan vielä käänteinen Fourier-muunnos. Huomionarvoista on myös se,
että Fourier-muunnoksia ei tarvitse laskea erikseen kullekin osittaisderivaa-
talle, vaan koko gradienttivektorin muodostamiseen riittää kaksi muunnos-
ta. Analyyttinen lauseke gradientille mahdollistaa useiden lokaalien opti-
mointimenetelmien tehokkaan käytön, johon perehdytään tarkemmin seu-
raavassa kohdassa.

Vastaavaa menettelytapaa voidaan hyödyntää myös takaisinprojektio-
algoritmille. Tässä tapauksessa amplitudikuvafunktio g(x, y) saadaan ta-
kaisinprojektiointegraalin (1.24) avulla, jolloin tämän osittaisderivaataksi
vaihekorjauksen φl suhteen saadaan5

∂g

∂φl
= −iŝs(r(x, y; tl), tl) exp [i2kcr(x, y; tl)] . (3.38)

5takaisinprojektiointegraalissa (1.24) on nyt vaihekorjattu etäisyyskompressoitu sig-
naali
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Näin ollen gradienttivektorin l:s komponentti on muotoa

∂L

∂φl
=

2
∑
x,y

I

{
g∗(x, y)

∂Ψ

∂I(x, y)
ŝs(r(x, y; tl), tl) exp [i2kcr(x, y; tl)]

}
,

(3.39)

jossa I(x, y) = g(x, y)g∗(x, y) ja r(x, y; t) saadaan yhtälöstä (1.21). Erona
edelliseen tapaukseen on nyt se, että summaus käy läpi kaikki erottelualkiot
(x, y). Tätä voidaan hyödyntää optimoinnin laskennallisen taakan keventä-
miseen siten, että valitaan optimoinnissa käytettäväksi vain tiettyä inten-
siteettikynnysarvoa enemmän energiaa sisältävät kuvapisteet. Lisäksi tämä
mahdollistaa sen, että kuvan eri alueille käytetään erilaisia vaihekorjauk-
sia. Tällä tavalla jakamalla kuva-alue pienempiin osiin pystytään ottamaan
huomioon se, että oletus kullekin erottelualkiolle samanlaisesta kaksisuun-
taisesta etäisyysmuutoksesta ei päde suurelle kuva-alueelle.

3.3.7 Ensimmäisen kertaluvun optimointi
Autofokusongelma (3.22) voidaan ratkaista tehokkaasti hyödyntämällä koh-
defunktion gradientille ∂L/∂φ saatuja lausekkeita. Tarkoituksena on ensik-
si löytää suunta p, johon siirryttäessä kohdefunktion arvo pienenee. Yksi-
kertaisin tapa on valita suunnaksi negatiivisen gradientin suunta eli p =
−∂L/∂φ. Tämän jälkeen on vielä päätettävä, että kuinka pitkälle tähän
suuntaan liikutaan. Tarkoituksena on iteratiivisesti edetä kohti kohdefunk-
tion stationääristä pistettä. Iteraation k + 1 lähtöpisteenä on tällöin φk+1 =
φk+αkpk. Askelkoko αk määritetään minimoimalla funktio η(α) = L(φ+
αp). Tätä jokaisella iteraatiolla suoritettavaa yksiulotteista optimointiteh-
tävää kutsutaan viivahauksi [36] (koska etsitään usean muuttujan funktion
minimiä suoralla viivalla φk + αkpk).

Laskennallisen tehokkuuden kannalta on turhaa minimoida funktiota η
täsmällisesti jokaisella iteraatiolla, sillä tämä vaatisi useita kohdefunktion
(ja mahdollisesti gradienttivektorin) arviointeja. Sen sijaan on järkevää et-
siä askelkoko, joka pienentää kohdefunktion arvoa riittävästi. Tätä riittä-
vyys voidaan esittää täsmällisesti ns. Wolfen ehtojen avulla. Wolfen ehdot
asettavat askelkoolle ala- ja ylärajan kohdefunktion ja sen gradientin arvo-
jen perusteella (ks. Liite kohta 6.4 ja [36]). Kohdan 3.3.8 esimerkeissä on
viivahakuun käytetty algoritmia, joka tuottaa Wolfen ehdot toteuttavan as-
kelkoon. Viivahakuun riittää tällöin tyypillisesti noin 5-10 kohdefunktion
ja gradienttivektorin arviointia. Lisäksi suunnan pk valinnassa on käytetty
jyrkimmän suunnan (eli negatiivisen gradientin suunnan) lisäksi epälineaa-
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rista konjugaattigradientti- ja kvasi-Newton menetelmiä. Erinomainen viite
lokaalin numeerisen optimoinnin menetelmistä on [36].

3.3.8 Esimerkki
Käytetään SAR-kuvan 3.1 fokusoimiseen ensimmäisen kertaluvun optimoin-
tiin perustuvaa kontrastin optimointia. Valitaan kohdefunktiossa käytetyk-
si operaatioksi Ψ(I) = −I2, jolloin gradienttivektorin komponentit saa-
daan yhtälöstä (3.35) (kun kuva muodostetaan PFA:lla). Nyt yksi iteraatio
optimoinnissa tarkoittaa sitä, että gradienttivektorin perusteella lasketaan
suunta p johon liikutaan, jonka jälkeen etsitään tästä suunnasta Wolfen eh-
dot toteuttava askelkoko. Kuvassa 3.20 on esitetty, että miltä kohdefunktio
näyttää algoritmin ensimmäisessä iteraatiossa negatiivisen gradientin suun-
nassa. Sallitulle askelkoolle ylärajan asettava riittävän vähenemisen ehto
on piirretty kuvaan 3.20 mustalla katkoviivalla. Kuvaan 3.21 on piirretty
kohdefunktion (eli kuvan 3.20 sinisen käyrän) tangentin kulmakertoimen
itseisarvo, jonka perusteella määräytyy alaraja sallitulle askelkoolle mus-
tan viivan ja kohdefunktion käyrän vasemmanpuoleisessa leikkauspistees-
sä. Kuvaan 3.22 on vielä piirretty saadut Wolfen ehdot toteuttavat askelkoot
punaisella korostuksella negatiivisen gradientin suunnassa.

Kuvissa 3.23 ja 3.24 on vertailtu suunnan p valitsemissa eri strategiaa
käyttäviä optimointialgoritmeja autofokusongelman ratkaisemiseen. Mene-
telmät ovat jyrkimmän suunnan menetelmä, Polak-Ribieren epälineaari-
nen konjugaattigradienttimenetelmä sekä BFGS kvasi-Newton-menetelmä
[36]. Kohdefunktion säännöllisestä luonteesta 3.15 johtuen jyrkimmän suun-
nan menetelmä konvergoituu nopeimmin, kuten kuvista 3.23 ja 3.24 havai-
taan. Jyrkimmän suunnan menetelmää käyttäen fokusoitu SAR-kuva sekä
estimoitu vaihevirhe eli saatu vektori φ? ovat piirrettynä kuvissa 3.25 ja
3.26.
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Kuva 3.20: Kohdefunktio negatiivisen gradientin suunnassa ja riittävän vä-
henemisen ehto.
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Kuva 3.21: Kohdefunktion käyrän tangentin kulmakertoimen itseisarvo (si-
ninen käyrä) ja askelkoon alarajan määräävä ehto (musta viiva).
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Kuva 3.22: (Vahvat) Wolfen ehdot toteuttavat askelkoot (punaisella) nega-
tiivisen gradientin suunnassa.
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Kuva 3.23: Kohdefunktion arvo kunkin iteraation jälkeen eri algoritmeille.
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Kuva 3.24: Kunkin iteraation askelkoko eri algoritmeille.
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Kuva 3.25: Ensimmäisen kertaluvun optimoinnilla autofokusoitu SAR-
kuva.
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Kuva 3.26: Estimoitu ja indusoitu vaihevirhe.
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4 Pyörimisliikkeen kompensaatio

4.1 Johdanto

Tässä luvussa on tarkoituksena tutkia, että kuinka yhteistyöhaluttomasta
kohteesta voidaan muodostaa hyvin fokusoitunut ISAR-kuva translatioliik-
keen kompensaation jälkeen. Tällöin ideaalisessa tapauksessa etäisyyskomp-
ressoidussa signaalissa on jäljellä enää kohteen näennäisen pyörimisliik-
keen aihettama kustakin erottelualkiosta heijastuneelle signaalille uniikki
vaihehistoria. Kaksiulotteisessa tapauksessa (ks. kuva 2.1) tämä tarkoittaa
sitä, että ainoa kohteen liiketilaa kuvaava vapausaste on θ(t). Sivusuuntai-
sen kuvanmuodostuksen tarkoituksena on sovitetulla suodatuksella selvit-
tää kunkin sirottajan paikka kaksiulotteisessa paikka-avaruudessa eli muo-
dostettavassa ISAR-kuvassa. Sovitetun suodatuksen tarkoituksena on et-
siä etäisyyskompressoidusta signaalista jotakin tunnettua referenssisignaa-
lia. Jotta voisimme rakentaa suodatukseen tarvittavat referenssisignaalit, on
kunkin erottelualkion etäisyys tutkan vastaanottimesta hitaan ajan funktio-
na tiedettävä eksplisiittisesti. Toisin sanoen, mikäli kuvan 2.1 tilanteessa
translatorinen liikekompensaatio on suoritettu, tarvitaan kuvanmuodostuks-
ta varten arvio hitaan ajan funktiona muuttuvalle atsimuuttikulmalle θ.

Mikäli ISAR-kuva halutaan muodostaa yhteistyöhaluttomasta kohtees-
ta, on kohteen kulma-asento θ kyettävä arvioimaan käyttämällä hyödyksi
ainoastaan vastaanotetun signaalin sisältämää informaatiota. Kun kulma-
asennon muutos on pieni ja tasainen, muuttuu kunkin kohteessa olevan pis-
teen (eli kuvan erottelualkion) etäisyys tutkasta lähes lineaarisesti hitaas-
sa ajassa. Tällöin myös sirottajista heijastuneiden kaikujen vaihehistoriat
ovat lineaarisia hitaan ajan funktioita. Yleensä oletetaan lisäksi, että kulma-
asennon muutos on niin pieni, että se ei aiheuta sirottajien liikettä etäi-
syysalkiosta toiseen. Heijastunut signaali on siten kussakin etäisyyserot-
telualkiossa summa vakiotaajuisista sinimuotoisista signaaleista eli muotoa
(3.2). Tällaisen signaalin suodattaminen vastaa sovitettua suodatusta eritaa-
juisten sinimuotoisten funktioiden kanssa, joka vastaa Fourier-muunnoksen
määritelmää. Näin ollen kuvanmuodostus voidaan tässä tapauksessa suo-
rittaa ottamalla yksiulotteinen Fourier-muunnos kunkin etäisyyserottelual-
kion muodostamasta aikasarjasta.

Jos translaatioliikkeen kompensaation jälkeen jäljellä oleva kulma-a-
sennon muutos ei ole tasaista tai sirottajat liikkuvat etäisyyserottelualkioi-
den välillä, ei hitaan ajan suhteen laskettu Fourier-muunnos tuota tarkasti
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fokusoitunutta ISAR-kuvaa. Tässä tapauksessa sirottajien vaihehistoriat ei-
vät ole lineaarisia ja korrelaatio vakiotaajuisten sinimuotoisten funktioiden
kanssa ei tuota terävää piikkiä, vaan piikit leviävät useille eri taajuuksil-
le (siis saatu pisteleviämisfunktio leviää sekä ω- että x-suunnassa). Tarvi-
taan siis jotain menetelmää, jolla vaihehistoriat saadaan muokattua lineaa-
riseen muotoon. Toinen vaihtoehto on suoritettaa kuvanmuodostus tavalla,
joka ottaa huomioon vaihehistorioiden epälineaarisuuden. Tässä luvussa lä-
hestytään ongelmaa käyttäen jälkimmäistä lähestymistapaa. Tarkoituksena
on korvata kuvanmuodosutuksessa käytettävä Fourier-muunnos sellaisella
työkalulla, joka kykenee erottamaan signaalista aikariippuvia ilmiöitä va-
kiotaajuisten (eli lineaarisen vaihekäyttäytymisen) sijaan. Tähän soveltu-
via aika-taajuus-signaalinkäsittelymenetelmiä on kehitetty viimeisten vuo-
sikymmenten aikana aktiivisesti [37].

4.2 Kiilakivi-interpolaatio

Tuntematon ja epätasainen pyörimisliike on ISAR-kuvanmuodostuksen kan-
nalta ongelmallista kahdesta syystä. Ensinnäkin, sirottajat liikkuvat etäi-
syyskompressoidussa signaalissa etäisyysalkiosta toiseen. Toiseksi, sivu-
suuntaiseen erottelukykyyn vaadittavat vaihehistoriat ovat tuntemattomia
ja epälineaarisia. Ensimmäiseen ongelmaan osittaisen ratkaisun tuottaa täs-
sä kohdassa esitettävä ns. kiilakivi-interpolaatio (keystone formatting) [38,
39]. Toinen ongelma voidaan osittain ratkaista korvaamalla kuvanmuodos-
tuksessa tyypillisesti käytettävä Fourier-muunnos ns. aika-taajuus-esityk-
sellä.

Sirottajien liike etäisyysalkiosta toiseen on sitä voimakkaampaa, mi-
tä kauempana sirottaja sijaitsee näennäisen pyörimisliikkeen pyörimiskes-
kipisteestä. Mikäli halutaan muodostaa tarkka ISAR-kuva, on tämä liike
otettava jollakin tavalla huomioon. Ongelman ratkaisemiseksi tutkitaan yh-
destä ideaalisesta liikkeessä olevasta sirottajasta heijastuneen signaalin vai-
heen käyttäytymistä. Yhtälön (1.6) mukaisesti, kun signaali esitetään spati-
aalisen taajuuden ja hitaan ajan funktiona signaalin vaihe käyttäytyy kuten

φ(k, t) = 2(kc + k)rd0(t), (4.1)

jossa rd0(t) on määritelty yhtälön (1.6) yhteydessä. Oleellisesti rd0 on siis
sirottajan ja tutkan välinen hitaasta ajasta riippuva etäisyys. Lisäksi spa-
tiaalinen taajuusmuuttuja saa arvoja väliltä |k| ≤ πB/c. Sivusuuntaiseen
erottelukykyyn vaadittava kullekin sirottajalle erilainen vaihehistoria ai-
heutuu yhtälön (4.1) kantoaaltotermistä 2kcrd0(t). Sen sijaan toinen termi,
joka on lineaarinen taajuudessa k, määrittää Fourier-muunnoksen siirto-
ominaisuuden mukaisesti sirottajan sijainnin kussakin etäisyysprofiilissa.
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Mikäli 2rd0(t):n muutos koherentin prosessointiajan T kuluessa on suu-
rempi kuin etäisyyserottelukyky, liikkuu sirottaja etäisyysalkiosta toiseen.
Koska rd0(t) on kullekin sirottajalle erilainen funktio, ei kaikkien sirotta-
jien mielivaltaista etäisyysmuutosta kyetä samanaikaisesti kompensoimaan
millään yksinkertaisella tavalla.

Jotta yhtälöstä (4.1) päästään eteenpäin, on hyödyllistä kehittää rd0(t)
Taylorin polynomiksi (pisteen t = 0 ympäristössä). Tällöin yhtälö (4.1)
tulee muotoon

φ(k, t) = 2(kc + k)(rd0(0) + ṙd0(0)t+
r̈d0(0)

2
t2 + · · · ). (4.2)

Tehdään seuraavaksi oletus, että kaikkien sirottajien etäisyysmuutokses-
sa merkittävin kontribuutio aiheutuu lineaarisesta termistä ṙd0(0)t. Tarkoi-
tuksena on muokata yhtälö (4.2) sellaiseen muotoon, että lineaarisen etäi-
syysmuutoksen aiheuttava (taajuudessa lineaarinen) termi kṙd0(0)t häviää
(tämä kompensoi lineaarisen etäisyysmuutoksen etäisyyskompressoidussa
signaalissa). Tämä saadaan aikaiseksi muuttujan vaihdolla [38]

t =
kc

kc + k
τ. (4.3)

Sijoittamalla (4.3) yhtälöön (4.2) saadaan

φ(k, τ) = 2(kc + k)rd0(0) + 2kcṙd0(0)τ +
k2
c

k + kc
r̈d0(0)τ 2 + · · · . (4.4)

Yhtälöstä (4.4) huomataan, että muuttujan vaihto (4.3) kompensoi samanai-
kasesti kaikkien sirottajien lineaarisen etäisyysmuutoksen riippumatta sen
kulmakertoimesta ṙd0(0). Muuttujan vaihdon jälkeen lineaarisesta etäisyys-
muutoksesta jää jäljelle ainoastaan haluttu kantoaaltotermi 2kcṙd0(0)τ . Li-
säksi jäljelle jää korkeamman kertaluvun termejä, joiden aiheuttamaa etäi-
syysmuutosta ei tällä tavalla voida kompensoida. Suorittamalla muuttujan
vaihto eri tavalla voidaan toki kompensoida myös korkemman kertaluvun
etäisyysmuutoksia, mutta ainoastaan yksi kerrallaan. Esimerkiksi neliölli-
nen etäisyysmuutos voidaan kompensoida muuttujan vaihdolla

t =

√
kc

kc + k
τ, (4.5)

joka sijoittamalla yhtälöön (4.2) saadaan

φ(k, τ) =

2(kc + k)rd0(0) + 2
√
kc(k + kc)ṙd0(0)τ + kcr̈d0(0)τ 2 + · · · .

(4.6)
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Kiilakivi-interpolaation suorittamiseksi on siis valittava, että minkä astelu-
vun etäisyysmuutos halutaan kompensoida. Kohdan 4.4.2 esimerkissä on
suoritettu lineaarisen etäisyysmuutoksen kompensoiva kiilakivi-interpolaa-
tio.

Näytteistetyn signaalin tapauksessa muuttujan vaihto (4.3) suoritetaan
interpolaatiolla. Interpolaatio vastaa aika-akselin skaalaamista kullekin taa-
juudelle. Kantoaaltotaajuutta kc pienemmillä taajuuksilla signaalia puriste-
taan kokoon ja suuremmilla taajuuksilla signaalia venytetään, josta aiheu-
tuu signaalin kantajan kiilamainen muoto 4.2 (k, t)-alueessa. Ennen inter-
polaatiota kunkin sirottajan hitaassa ajassa tapahtuvan lineaarisen vaihe-
muutoksen kulmakerroin riippuu taajuudesta k. Interpolaation jälkeen hi-
taassa ajassa tapahtuva lineaarinen vaihemuutos näkyy samanlaisena kai-
killa taajuuksilla k. Interpolaatio voidaan suorittaa esimerkiksi katkaistulla
ja painotetulla sinc-tyyppisellä suodattimella. Kiilakivi-interpolaation käyt-
töä demonstroidaan kohdan 4.4.2 simuloidussa esimerkissä.

Kiilakivi-interpolaation tarkoituksena on siis kompensoida sirottajien
liikkumista erottelualkiosta toiseen etäisyyskompressoidussa signaalissa.
Tarkoituksena on, että interpolaation jälkeen kukin sirottaja pysyy samas-
sa etäisyyserottelualkiossa pidemmän aikavälin. Tämä mahdollistaa parem-
man erottelukyvyn ISAR-kuvan sivusuuntaisessa ulottuvuudessa, mikäli
kuvanmuodostusprosessi suoritetaan yksiulotteisilla operaatioilla eli kul-
lekin etäisyysalkiolle erikseen. Perinteisesti kuvanmuodostus on suoritet-
tu käyttämällä Fourier-muunnosta, mutta heijastuneiden kaikujen vaihehis-
torioiden ollessa epälineaarisia Fourier-muunnos on kannattavaa korvata
aika-taajuus-esityksellä [6].

4.3 Signaalin aika-taajuus-esitys

4.3.1 Lyhytaikainen Fourier-muunnos
Koska Fourier-muunnos ei sovellu ISAR-kuvanmuodostukseen heijastu-
neiden kaikujen vaihehistorioiden ollessa epälineaarisia (hitaan ajan funk-
tiona), tarvitaan kuvanmuodostukseen jotain parempaa työkalua. Yksinker-
taisin tapa on muokata Fourier-muunnoksesta aikariippuva käyttämällä ik-
kunafunktiota w, jonka avulla pyritään lokalisoimaan signaali tarkastelta-
van ajanhetken läheisyyteen. Näin saadaan aikaiseksi lyhytaikainen Fourier-
muunnos (STFT, short-time Fourier transform), joka voidaan määritellä
muodossa [37]

STFT (t, ω) =

∫
w(τ)s(t+ τ)e−iωτdτ. (4.7)
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ISAR-kuvanmuodostuksessa signaalilla s tarkoitetaan etäisyyskompressoi-
tua signaalia (1.5) kiinnitetylle etäisyysalkiolle rn, eli yhtälössä (4.7) on
siirrytty yksinkertaisempaan merkintään ss(rn, t)→ s(t). STFT:ssä ongel-
maksi muodostuu ikkunafunktion w aiheuttama väistämätön kompromis-
si erottelukyvyssä muuttujien t ja ω välillä. Mitä leveämpää aikaikkunaa
käytetään, sitä parempi erottelukyky saavutetaan muuttujassa ω, sillä täl-
löin integrandi yhtälössä (4.7) on nollasta poikkeava pidemmällä aikavä-
lillä. Vastaavasti erottelukyvystä muuttujassa t tulee tällöin huono, eli toi-
sin sanoen epälineaarinen vaihehistoria levittää vastetta ω-suunnassa. Mi-
käli taas käytetään lyhyttä ikkunaa, saavutetaan parempi erottelukyky aika-
muuttujassa t. Tällöin kuitenkin integrandi yhtälössä (4.7) on nollasta poik-
keva lyhyämmällä aikavälillä, josta seuraa heikentynyt erottelukyky muut-
tujassa ω. Muodollisesti erottelukykyjä rajoittava epäyhtälö voidaan esit-
tää Fourier-analyysistä tunnettuna epämääräisyysrelaationa [15], jonka mu-
kaan ∆ωT = 2π, kun ∆ω on erottelukyky muuttujassa ω ja T on signaalin
aikakesto. Yhtälössä (4.7) ikkunafunktiolla vaikutetaan siis oleellisesti sig-
naalin aikakeston T suuruuteen, joka puolestaan määrittää erottelukyvyn
∆ω. Vastaava epämääräisyysrelaatio voidaan kirjoittaa myös taajuuskais-
tan leveyden ja muuttujassa t saavutettavan erottelukyvyn välille.

4.3.2 Wigner-Villen esitys
ISAR-kuvanmuodostuksen kannalta STFT:stä aiheutuva kompromissi erot-
telukyvyissä on ongelmallinen. STFT tuottaa ISAR-kuvanmuodostuksen
kannalta hyvän tuloksen ainoastaan silloin, kun ikkunan w sisään jäävän
signaalin osan vaihehistoria on lähes lineaarinen. Tämä ongelma voidaan
osittain kiertää korvaamalla määritelmässä (4.7) käytettävä ikkunafunktio
w. Ensiksi todetaan konvoluutioteoreemasta seuraava tulos, joka tunnetaan
Wiener-Khinchin-teoreemana, jonka mukaan

Ft→ω {(s ? s)(t)} = |Ft→ω {s(t)} |2. (4.8)

Siis signaalin s autokorrelaatiofunktion Fourier-muunnos on sama kuin sig-
naalin Fourier-muunnoksen itseisarvon neliö (tehospektri). Tulos (4.8) seu-
raa helposti korrelaatioteoremasta. Yhtälössä (4.8) esiintyvässä autokorre-
laatiofunktiossa s ? s on hävitetty tieto alkuperäisestä aikamuuttujasta, sillä
se on ainoastaan signaalin ja sen kopion välisen aikaviiveen funktio. Jot-
ta autokorrelaatiosta saadaan aikariippuva, pitää korrelaation määritelmää
muuttaa. Tämä tehdään määrittelemällä signaalin hetkellinen autokorrelaa-
tiofunktio

(s ? s)(t, τ) = s(t+
τ

2
)s∗(t− τ

2
). (4.9)
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Tämä eroaa normaalin autokorrelaation määritelmästä siten, että yhtälön
(4.9) oikealla puolella olevaa tuloa ei integroida alkuperäisen aikamuuttu-
jan t suhteen. Lisäksi tulofunktiosta on tehty symmetrinen viiveen τ suh-
teen siirtämällä signaaleja vastakkaisiin suuntiin. Hetkellisen autokorrelaa-
tion avulla voidaan muodostaa aikariippuva tehospektri yhtälön (4.8) hen-
gessä ottamalla Fourier-muunnos hetkellisestä autokorrelaatiosta (4.9) ai-
kaviiveen τ suhteen. Näin saadaan signaalin s Wigner-Villen esitys [37]

WD(t, ω) =

∫
(s ? s)(t, τ)e−iωτdτ. (4.10)

Toinen tapa tulkita yhtälöt (4.9) ja (4.10) on, että STFT:ssä käytetty ikkuna-
funktio w on nyt korvattu signaaliin s täydellisesti sovitetulla suodattimel-
la, joka on signaalin itsensä aikakäännetty ja kompleksikonjugoitu versio.
Koska Fourier-muunnos otetaan aikaviiveen suhteen, ei epämääräisyysre-
laatio rajoita erottelukykyä muuttujien t ja ω välillä. Wigner-Villen esitys
(4.10) tuottaa siten täydellisen erottelukyvyn yhtäaikaisesti sekä ajassa et-
tä taajuudessa. Koska Wigner-Villen esitys muodostetaan hetkellisestä au-
tokorrelaatiosta (4.9), sanotaan sen olevan neliöllinen (bi-lineaarinen) sig-
naalissa s. Tämä tarkoittaa sitä, että useasta komponentista koostuvalle sig-
naalille Wigner-Villen esitys sisältää ns. ristitermejä, jotka eivät kuvaa mi-
tään todellista signaalissa s esiintyvää ilmiötä. Nämä ristitermit hankaloit-
tavat merkittävästi esityksen tulkintaa, ja niiden suodattaminen on esityk-
sen ISAR-kuvanmuodostukseen soveltamisen kannalta välttämätöntä.

4.3.3 Cohenin luokka
STFT ja Wigner-Villen esitys edustavat aika-taajuus-esitysten kahta ääri-
päätä. STFT:ssä ei ole ollenkaan tulkintaa häiritseviä ristitermejä, mutta
erottelukyky (t, ω)-tasossa on rajoitettu Fourier-duaalimuuttujien välisen
epämääräisyysrelaation mukaisesti. Vastaavasti Wigner-Villen esityksessä
autotermien erottelukyky on paras mahdollinen mutta esitys sisältää sekä
ajassa että taajudessa oskilloivia ristitermejä useasta komponentista koos-
tuvalle signaalille. Itse asiassa ristitermejä voi syntyä myös yhdestä kom-
ponentista koostuvalle signaalille, mikäli sen taajuussisältö muuttuu riittä-
vän nopeasti1. ISAR-kuvanmuodostusta varten näistä esitystä sumentavista
ristitermeistä on päästävä eroon. Yksinkertaisin tapa ristitermien poistami-
seksi on suorittaa alipäästösuodatus Wigner-Villen esitykselle molemmis-
sa ulottuvuuksissa. Juuri tästä on kysymys Cohenin luokan bi-lineaarisissa

1tällöin signaali interferoi itsensä kanssa, jolloin on luontevampaa puhua interferenssi-
termeistä kuin ristitermeistä
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(neliöllisissä) aika-taajuusesityksissä, jotka ovat muotoa [37]

C(t, ω) =

∫ ∫
Φ(τ, ν)WD(t− τ, ω − ν)dτdν, (4.11)

jossa Φ on esityksen määrittävä ydinfunktio. Cohenin luokan esitykset (4.11)
saadaan siis kaksiulotteisena konvoluutiona signaalin Wigner-Villen esi-
tyksen ja ydinfunktion Φ välillä. Cohenin luokan määritelmä voidaan esit-
tää myös toisella tavalla, joka on useasti kätevämpi tapa ristitermien suo-
dattamisen kannalta. Määritellään ensiksi ambiguiteettifunktio (ambigui-
ty function), joka saadaan hetkellisestä autokorrelaatiofunktiosta ottamalla
Fourier-muunnos aikamuuttujan suhteen (aikaviiveen sijaan) [37]. Tämän
määritelmän mukaan ambiguiteettifunktio

A(ν, τ) =

∫
s(t+

τ

2
)s∗(t− τ

2
)e−iνtdt. (4.12)

Määritelmien avulla huomataan, että Wigner-Villen esitys saadaan ambi-
guiteettifunktiosta ottamalla Fourier-muunnos molempien muuttujien suh-
teen, eli2

WD(t, ω) =

∫ ∫
A(ν, τ)ei(νt−ωτ)dνdτ. (4.13)

Tässä tapauksessa määritelmän (4.11) mukainen ristitermien suodattami-
nen vastaa kertolaskua ambiguiteettifunktion ja ydinfunktion Φ kaksiulot-
teisen Fourier-muunnoksen välillä. Tämä on seurausta konvoluutioteoree-
man soveltamisesta yhtälöön (4.11). Näin Cohenin luokka voidaan siis mää-
ritellä ambiguiteettifunktion avulla muodossa

C(t, ω) =

∫ ∫
Υ(ν, τ)A(ν, τ)ei(νt−ωτ)dνdτ. (4.14)

Yhtälöt (4.14) ja (4.11) ovat yhtäpitäviä, mikäli ydinfunktiot toteuttavat eh-
don Φ(t, ω) = F−1

ν→t {Fτ→ω {Υ(ν, τ)}}.

4.3.4 S-menetelmä
Ensimmäinen tapa Wigner-Villen esityksen ristitermien suodattamiseen on
ikkunoida hetkellistä autokorrelaatiofunktiota (4.9) aikaviiveen suunnassa
ikkunafunktiolla w ennen Fourier-muunnoksen ottamista. Näin saadaan ns.
pseudo-Wignerin esitys [37]

PWD(t, ω) =

∫
w(
τ

2
)s(t+

τ

2
)w(−τ

2
)s∗(t− τ

2
)e−iωτdτ. (4.15)

2tässä luvussa jätetään käänteisen Fourier-muunnoksen määritelmässä esiintyvä muut-
tujan vaihdosta aiheutuva kerroin huomiotta, joka on merkintöjen väärinkäyttöä mutta tu-
losten soveltamisen kannalta epäoleellista
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Koska ikkunointi suoritetaan aikaviiveen suunnassa, suodatuksen vaiku-
tus on oskilloivien ristitermien väheneminen esityksen taajuussuunnassa ω.
Sen sijaan aikasuunnassa t oskilloiviin ristitermeihin ei aikaviiveen suun-
nassa tehty ikkunointi vaikuta.

Todetaan seuraavaksi helposti lyhytaikaisen Fourier-muunnoksen mää-
ritelmästä nähtävä tulos (ks. Liite kohta 6.5), jonka mukaan

w(
τ

2
)s(t+

τ

2
) =

∫
STFT (t, θ) exp(iθ

τ

2
)dθ. (4.16)

Sijoittamalla tulos (4.16) yhtälöön (4.15) molempien ikkunoitujen signaa-
lien tilalle saadaan lyhyellä laskulla (ks. Liite kohta 6.5)

PWD(t, ω) =

∫
STFT (t, ω + θ)STFT ∗(t, ω − θ)dθ. (4.17)

Yhtälön (4.17) oikea puoli on määritelmän mukaan lyhytaikaisen Fourier-
muunnoksen taajuussuunnassa laskettu autokorrelaatiofunktio (erona nor-
maaliin korrelaation määritelmään on ainostaan se, että molempia signaale-
ja siirretään toistensa suhteen integrandissa). Pseudo-Wignerin esityksessä
käytetty aikaviiveikkuna vastaa tällöin lyhytaikaisessa Fourier-muunnok-
sessa käytettyä ikkunaa. Pseudo-Wignerin esityksen muoto (4.17) tarjoaa
tehokkaan ja helpon tavan suodattaa pseudo-Wignerin esityksessä olevia
aikasuunnassa oskilloivia ristitermejä. Oleellista on ensiksi ymmärtää, että
kuinka aikasuunnassa oskilloivat ristitermit syntyvät korrelaatiointegraalis-
sa (4.17). Integraalissa (4.17) autotermit tulevat aina pisteen ω lähettyviltä,
sen sijaan ristitermit tulevat siirryttäessä poispäin pisteestä ω. Koska inte-
graalin (4.17) sisällä olevissa STFT:issä siirrytään vastakkaisiin suuntiin,
integrandissa suoritettava kertolasku tulee autotermeistä pienillä siirron θ
arvoilla. Siirron θ kasvaessa jossain kohtaa kertolaskussa kerrotaan keske-
nään kahta eri termiä, jolloin syntyy ristitermi. Näin ollen aikasuunnassa
oskilloivat ristitermit pystytään suodattamaan rajoittamalla integrandi nol-
lasta poikkeavaksi ainoastaan pisteen ω lähistössä.

Ikkunoimalla intergrandia yhtälössä (4.17) ikkunafunktiolla P saadaan
S-menetelmänä [40, 41] tunnettu aika-taajuusesitys

SM(t, ω) =

∫
P (θ)STFT (t, ω + θ)STFT ∗(t, ω − θ)dθ. (4.18)

S-menetelmä kuuluu myös Cohenin luokkaan (4.11), lyhyellä laskulla voi-
daan todeta (ks. Liite kohta 6.6) että S-menetelmälle

Φ(t, ω) = 2p(2t)Fτ→ω {w(t+ τ/2)w∗(t− τ/2)} , (4.19)
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missä p(t) = F−1
ω→t {P (ω)}. Ydin on siis ikkunafunktion P käänteisen

Fourier-muunnoksen ja STFT:ssä käytettävän ikkunafunktion w Wigner-
Villen esityksen tulo. S-menetelmästä saadaan siten ääritapauksina STFT:n
itseisarvon neliö kun P (ω) = δ(ω) ja pseudo-Wignerin esitys kun P (ω) =
1. S-menetelmässä ikunnan P tarkoituksena on siis rajata integrandi yhtä-
lössä (4.18) nollasta poikkeavaksi ainoastaan sellaisille integrointimuuttu-
jan arvoille, joilla integraalin sisällä olevassa kertolaskussa tulokseksi syn-
tyy autotermi.

ISAR-kuvanmuodostukseen käytettävän aika-taajuusesityksen valintaan
vaikuttavat esityksen muodostamisen laskennallinen taakka sekä kyky eli-
minoida ristitermit tehokkaasti. Parhaan mahdollisen lopputuloksen (eli fo-
kusoituneen ISAR-kuvan) aikaansaamiseksi on kyettävä järkevällä taval-
la valitsemaan esityksen käyttämien ikkunoiden parametrit. Tässä tekstissä
ISAR-kuvanmuodostuksessa käytettäväksi aika-taajuus-esitykseksi on va-
littu S-menetelmä. Tärkeimmät perustelut tälle valinnalle ovat laskennal-
linen tehokkuus ja ristitermien tehokas eliminointi. Mikäli Cohenin luo-
kan esitys muodostetaan määritelmiä (4.11) tai (4.14) käyttäen, on signaali
ylinäytteistettävä kertoimella kaksi (kun halutaan rekonstruoida sama taa-
juusväli ilman laskostumista kuin STFT:ssä). Tämä johtuu luonnollisesti
Wignerin esityksen määrittelevistä yhtälöistä (4.9) ja (4.10) (näytteistetyil-
le signaaleille molempia siirretään puoli näytettä). Koska S-menetelmä voi-
daan laskea STFT:n avulla, ei signaalia tarvitse ylinäytteistää. Lisäksi mää-
ritelmän (4.11) mukainen suodatus on laskennallisesti huomattavasti ras-
kaampaa kuin S-menetelmän (4.18) laskeminen. Toinen valintaa puoltava
perustelu on se, että ISAR-sovelluksessa S-menetelmän käyttämät ikkuna-
funktiot voidaan valita hyvin laskentatehokkaalla ja helpolla tavalla. Tähän
palataan kohdassa 4.4.

4.3.5 Uudelleensijoitusmenetelmä
Cohenin luokan aika-taajuus-esityksen määritelmistä (4.11) ja (4.14) huo-
mataan, että esityksen C arvo pisteessä (t, ω) muodostetaan summaamal-
la suodatinfunktion Φ sisään jäävät Wigner-Villen esityksen suodattimel-
la Φ painotetut arvot. Tämä summattu arvo sijoitetaan aina suodattimen Φ
geometriseen keskipisteeseen. Tämä suodatus poistaa Wigner-Villen esi-
tyksestä tulkintaa vaikeuttavia ristitermejä, mutta samalla se myös väis-
tämättä levittää oleellisia autotermejä. Autotermien leviäminen pystytään
kuitenkin osittain kompensoimaan ns. uudelleensijoitusmenetelmän avul-
la [42]. Uudelleensijoituksen tarkoituksena on luoda muokattu versio al-
kuperäisestä aika-taajuus-esityksestä. Muokattu versio luodaan siirtämällä
alkuperäisen esityksen arvoja pois niistä sijainneista, joihin ne suodatet-
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taessa Wigner-Villen esitystä sijoitetaan. Tarkoituksena on osittain kom-
pensoida suodatuksen aiheuttama autotermien leviäminen, joka parantaa
aika-taajuus-esityksen luettavuutta. ISAR-kuvanmuodostuksen kannalta tä-
mä tarkoittaa sitä, että pisteleviämisfunktion amplitudiverhokäyrää on mah-
dollista kaventaa sivuttaissuunnassa, joka mahdollisesti parantaa ISAR-ku-
van kontrastia.

Cohenin luokan aika-taajuus-esitykset (4.11) saadaan alipäästösuodat-
tamalla Wigner-Villen esitystä molemmissa ulottuvuuksissa. Suodatetun
esityksen (4.11) arvo kussakin pisteessä saadaan painotettuna summana
suodattimen Φ sisään jäävistä Wigner-Villen esityksen arvosta. Tämä pai-
notettu summa sijoitetaan määritelmän (4.11) mukaisesti aina suodattimen
(geometriseen) keskipisteeseen. Autotermien leviämistä voidaan estää si-
joittamalla suodatettu arvo (painotettu summa Wigner-Villen esityksen ar-
voista) suodattimen sisään jäävän esityksen osan energiakeskipisteeseen3.
Energiakeskipisteellä tarkoitetaan pistettä, jossa suodattimen sisään jäävän
aika-taajuus-esityksen energia keskimääräisesti sijaitsee. Uudelleensijoitus
koostuu siten jokaiselle alkuperäisen esityksen pisteelle (t, ω) suoritetta-
vasta operaatiosta, jossa kyseisessä pisteessä oleva näyte siirretään ympä-
ristön energiakeskipisteeseen. Pisteessä (t, ω) oleva näyte siirretään uuteen
sijaintiin, jonka koordinaatit ovat [42]

t̂(t, ω) = t−
∫ ∫

τΦ(τ, ν)C(t− τ, ω − ν)dτdν∫ ∫
Φ(τ, ν)C(t− τ, ω − ν)dτdν

(4.20)

ja

ω̂(t, ω) = ω −
∫ ∫

νΦ(τ, ν)C(t− τ, ω − ν)dτdν∫ ∫
Φ(τ, ν)C(t− τ, ω − ν)dτdν

. (4.21)

Uudelleensijoitetun esityksen Ĉ arvo pisteessä (t, ω) saadaan summaamal-
la kaikki alkuperäisestä esityksestä kyseiseen pisteeseen siirretyt arvot. Siis
uudelleensijoitutuksi esitykseksi saadaan operaatioiden (4.20) ja (4.21) avul-
la

Ĉ(t, ω) =

∫ ∫
C(t′, ω′)δ(t− t̂(t′, ω′))δ(ω − ω̂(t′, ω′))dt′dω′. (4.22)

Koska S-menetelmää ei lasketa käyttäen Cohenin luokan määritelmää
(4.11), on ilmeistä, että myös uudelleensijoitusoperaatiot (4.20) ja (4.21)
kannattaa laskea toisella tavalla. Hyödyntämällä S-menetelmän ydinfunk-
tiota (4.19) ja määritelmiä (4.20) ja (4.21) saadaan uudeellensijoitusoperaa-

3aika-taajuus-esityksen arvojen voidaan ajatella kuvaavan signaalin energiatiheyttä,
jolloin energiakeskipiste on analoginen käsite massakeskipisteen kanssa
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tiot muodoissa [42, 43]

t̂(t, ω) = t+ R

{
SM1(t, ω)

SM2(t, ω)

}
(4.23)

ja

ω̂(t, ω) = ω − I

{
SM3(t, ω)

SM2(t, ω)

}
. (4.24)

Yhtälöissä (4.23) ja (4.24) SM2 on normaaliin tapaan (4.18) laskettu S-
menetelmä (eli integrandin sisällä olevat STFT:t on molemmat laskettu
käyttäen samaa ikkunafunktiota w(t) STFT:n määritelmässä (4.7)). Sen si-
jaan laskettaessa funktiota SM1 käytetään integrandin ensimmäistä STFT:tä
laskettaessa ikkunafunktiota tw(t) (ja toisessa normaalia ikkunaa w(t)).
Vastaavasti funktiossa SM3 on lyhytaikaisissa Fourier-muunnoksissa käy-
tetty ikkunoita ẇ(t) ja w(t). Tuloksista (4.23) ja (4.24) käy helposti ilmi,
että miksi niitä on huomattavasti kannattavampaa käyttää yleisten määri-
telmien (4.20) ja (4.21) sijaan. Yleisten määritelmien mukaan on lasket-
tava aika-taajuus-esityksen energiakeskipisteen paikka erikseen jokaiselle
aika-taajuus-alueen pisteelle (t, ω) käyttäen Cohenin luokan määritelmää
(4.11). Sen sijaan yhtälöiden (4.23) ja (4.24) perusteella kaikki uudelleen-
sijoitusoperaatiot voidaan laskea muodostamalla kolme eri S-menetelmää
SM1, SM2 ja SM3. Jälkimmäinen tapa on siten laskennallisesti huomatta-
vasti kevyempi tapa laskea aika-taajuus-esityksen uudelleensijoitettu versio
(4.22) S-menetelmän tapauksessa.

4.4 ISAR-kuvanmuodostus

Pyörimisliikkeen kompensaatioon käytettävä menetelmä perustuu kohdis-
sa 4.2 ja 4.3 esitettyihin menetelmiin, eli kiilakivi-interpolaatioon ja aika-
taajuus-signaalianalyysiin. Kiilakivi-interpolaation tarkoituksena on kom-
pensoida sirottajien lineaarisesta etäisyysmuutoksesta aiheutuva liike etäi-
syysalkioiden välillä. Tämän tarkoituksena on se, että kyseisen operaation
jälkeen sirottajat pysyvät pidemmän aikaa yhdessä etäisyysalkiossa, joka
mahdollistaa paremman sivusuuntaisen erottelukyvyn käytettäessä aika-taa-
juus-esitystä sivusuuntaiseen kuvanmuodostukseen. Sivusuuntainen kuvan-
muodostus suoritetaan muodostamalla kunkin etäisyysalkion yksiulottei-
sesta (hitaan ajan funktiosta) signaalista aika-taajuus-esitys. Tässä työssä
käytetyksi aika-taajuus-esitykseksi on valittu S-menetelmä (4.18).

S-menetelmän käyttö edellyttää kahden ikkunafunktion valitsemista. En-
simmäinen näistä ikkunoista on STFT:ssä käytettävä aikaikkuna w(t). Tä-
män ikkunan muoto ja leveys vaikuttavat siihen, että mikä on S-menetelmän
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paras mahdollinen erottelukyky taajuusmuuttujassa ω. Optimaalinen ikku-
nan leveys riippuu luonnollisesti siitä, että millainen on etäisyyskompres-
soidun signaalin ss vaihehistoria hitaan ajan funktiona. Tutkittavassa ISAR-
tapauksessa tämä tarkoittaa sitä, että optimaalinen aikaikkunan leveys ja
muoto riippuvat yhteistyöhaluttoman kohteen liiketilasta. Tästä johtuen op-
timaalisen aikaikkunan valinnasta tulee hyvin oleellinen tekijä muodos-
tetun ISAR-kuvan laadun kannalta. Aika-ikkunan lisäksi on valittava S-
menetelmän määritelmässä käytettävä taajuusikkuna P . Mitä lyhyemmäksi
tämä ikkuna valitaan, sitä lähempänä saavutettu lopputulos on STFT:n it-
seisarvon neliötä. Toisaalta mitä pidemmäksi P valitaan, sitä lähemmäksi
päästään pseudo-Wignerin esitystä. ISAR-sovelluksessa tämä ikkuna tulisi
valita siten, että integrandissa (4.18) ei pääse syntymään esitystä sumenta-
via ristitermejä.

Seuraavan kohdan tarkoituksena on määrittää S-menetelmän käyttämät
ikkunafunktiot optimointiongelman ratkaisuna. ISAR-kuvanmuodostukses-
sa hyvänä kvantitatiivisena mittarina saavutetun lopputuloksen laadusta toi-
mii intensiteettikuvan kontrasti. Näin ollen S-menetelmän ikkunat valitaan
siten, että muodostetun ISAR-kuvan kontrasti on paras mahdollinen. Jotta
ongelmassa voidaan käyttää samoja kontrastimittareita Ψ kuin optimoin-
tiautofokuksessa, on ISAR-kuvan kokonaisintensiteetti normalisoitava en-
nen kohdefunktion arvon laskemista. Tämä johtuu luonnollisesti siitä, et-
tä erilaisilla ikkunoilla käytetään erilaista amplitudipainotusta ja eri osaa
signaalista kuvanmuodostukseen, jolloin kuvan kokonaisenergia vaihtelee.
Optimointiautofokuksessa käytettyjen kontrastimittarien Ψ arvo riippuu mer-
kittävästi kuvan kokonaisintensiteetistä. Tästä syystä kontrastin arvot eivät
ole vertailukelpoisia, mikäli kuvien kokonaisintensiteetit ovat hyvin erilai-
sia. Lisäksi ikkunan pituudesta ja muodosta riippumatta on järkevintä käyt-
tää aina samaa määrää erottelualkioita, sillä myös erottelualkioiden luku-
määrä vaikuttaa kuvan kontrastin arvoon merkittävästi.

4.4.1 S-menetelmän ikkunoiden optimointi
Oletetaan seuraavaksi, että etäisyyskompressoidulle signaalille ss on suori-
tettu translaatioliikkeen kompensaatio sekä kiilakivi-interpolaatio. Viimei-
nen tehtävä on siten muodostaa jokaisen etäisyysalkion rn signaalille ss(rn, t)
aika-taajuusesitys. Tähän käytetään S-menetelmää, jonka avulla saadaan ai-
kasarja ISAR-kuvia eli kolmiulotteinen funktio SM(r, ω, t).

Fourier-duaalimuuttujien välisen epämääräisyysrelaation alaraja saavu-
tetaan käyttämällä ikkunafunktiona Gaussista funktiotaw(t) = exp(−παt2).
Näytteistetyn signaalin tapauksessa on käytettävä äärellisen pituista ikku-
naa, jolloin muotoparametrin α lisäksi on valittava optimaalinen ikkunan
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pituus Γ. Määritellään seuraavaksi STFT:hen perustuva kuvafunktio

S(r, ω, t) = Fτ→ω
{
ss(r, t+ τ)Π

( τ
Γ

)
exp

(
−πατ 2

)}
, (4.25)

jota käytetään Gaussisen ikkunan w parametrien määrittämiseen.
Optimaalisen ikkunafunktion valinta voidaan muotoilla optimointion-

gelmana seuraavasti. Määritellään ensiksi intensitettinormalisoitu STFT-
ISAR-kuvafunktio

Î(r, ω, t) =
I(r, ω, t)∑

r′,ω′ I(r′, ω′, t)
, (4.26)

jossa I(r, ω, t) = S(r, ω, t)S∗(r, ω, t). Kuvafunktio S on määritelty yhtä-
lössä (4.25). Kuvafunktio riippuu siis parametreistä α ja Γ, joten merki-
tään Î = Î(r, ω, t; Γ, α). Optimointiongelmassa tarvitaan kohdefunktio, jo-
ka minimoimalla löydetään halutut arvot parametereille Γ ja α. Kohdefunk-
tioita varten määritellään intensiteettinormalisoidun kuvafunktion (4.26) ko-
ntrasti L(Γ, α, t) =

∑
r,ω Ψ(Î(r, ω, t; Γ, α)), jossa Ψ on jokin konveksi (tai

konkaavi) funktio (ks. kohta 3.3). Kohdefunktioksi määritellään minimiar-
vo kaikista kontrastiarvoista, ts. L(Γ, α) = mint L(Γ, α, t). Toinen vaih-
toehto on käyttää keskiarvoa L(Γ, α) = 〈L(Γ, α, t)〉. Optimaalinen ikku-
nafunktio w?(t) = Π(t/Γ?) exp(−πα?t2) saadaan ratkaisemalla optimoin-
tiongelma

[Γ? α?]T = arg min
Γ,α

L(Γ, α). (4.27)

Määritellään seuraavaksi S-menetelmään perustuva kuvafunktio ja va-
litaan taajuusikkunaksi P (ω) = Π(ω/Ω), jossa Ω on suorakaideikkunan
pituus. Yhtälön (4.18) perusteella saadaan siis

SM(r, ω, t) =

∫ Ω/2

−Ω/2

S(r, ω + ν, t)S∗(r, ω − ν, t)dν. (4.28)

Yhtälössä (4.28) funktio S on laskettu käyttämällä saatuja parametrejä (4.27)
eli ikkunafunktiota w?. Koska S-menetelmä on neliöllinen signaalissa s,
määritellään intensiteettikuvafunktioksi I = I(r, ω, t; Ω) = |SM(r, ω, t; Ω)|.
Normalisoitu intensiteettikuva saadaan jälleen yhtälön (4.26) avulla. Myös
kohdefunktio säilyy samana kuin yllä (sillä erotuksella että muuttujana on
ainoastaan ikkunan pituus Ω), joten optimaalinen pituus taajuusikkunalle P
saadaan kuten

Ω? = arg min
Ω

L(Ω). (4.29)
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Ratkaistaessa optimointiongelmia (4.27) ja (4.29) numeerisesti on las-
kennallisen tehokkuuden vuoksi järkevää käyttää ainoastaan harvaa näyt-
teistystä aikamuuttujassa t. Kun optimaaliset ikkunoiden parametrit on mää-
ritetty, voidaan muodostaa lopullinen aika-taajuus-esitys ja sen uudelleensi-
joitettu versio tiheämmällä aikanäytteistyksellä ja valita kontrastiltaan pa-
ras hetkellinen ISAR-kuva SM(r, ω, tm) (jossa m ∈ [1, . . . ,M ]) lopulli-
seksi ISAR-kuvaksi. Esimerkissä 4.4.2 optimointiongelma (4.27) on rat-
kaistu yksinkertaisella pattern search-algoritmilla. Koska signaali on näyt-
teistetty aikamuuttujassa t ja ikkunan P pituus Ω on kokonaisluku, on yk-
siulotteinen ongelma (4.29) ratkaistu esimerkissä 4.4.2 yksinkertaisesti brute-
force-menetelmällä. Koska onnistunut, parhaalla mahdollisella tavalla fo-
kusoitu ISAR-kuva ei sisällä ristitermejä juuri ollenkaan, on optimaalinen
ikkunan P pituus tyypillisesti aina melko lyhyt. Tästä syystä brute-force-
menetelmä soveltuu hyvin ongelman (4.29) ratkaisemiseen.

4.4.2 Esimerkki
Demonstroidaan ISAR-kuvanmuodostusta yhteistyöhaluttomasta henkilö-
autosta simuloidulle tutkasignaalille 2.13 translatorisen liikekompensaation
jälkeen. Ensimmäiseksi suoritetaan kiilakivi-interpolaatio. Kuvissa 4.1 ja
4.2 on esitetty signaalin Ss(k, t) = Fr→k {ss(r, t)} intensiteetti ennen
kiilakivi-interpolaatiota sekä sen jälkeen. Kuvista näkyy hyvin aika-akselin
skaalaamisen (4.3) vaikutus, josta aiheutuu interpoloidun signaalin kanta-
jan kiilamainen muoto kuvassa 4.2. Signaalin ss(r, t) intensiteetti kiilakivi-
interpolaation jälkeen on piirretty kuvaan 4.3. Vertaamalla kuvaan 2.13
nähdään, että sirottajat pysyvät pidemmän aikavälin yhdessä etäisyysal-
kiossa.

Kuvissa 4.4 ja 4.5 on esitetty lyhytaikaisen Fourier-muunnoksen (4.25)
aika-ikkunan optimoinnissa käytettyjen kohdefunktioiden eli intensiteetti-
kuvan kontrastin käyttäytyminen. Kohdefunktion havaitaan käyttäytyvän
erittäin siististi, mikä mahdollistaa laskennallisesti tehokkaan lokaalin op-
timoinnin ongelman (4.27) ratkaisemiseksi. Kuvassa 4.6 on piirretty sama
kohdefunktio optimointiongelman (4.29) eli S-menetelmän ikkunan opti-
moinnin tapauksessa. Havaitaan, että paras kontrasti saavutetaan melko ka-
pealla ikkunan leveydellä Ω.

Kuvassa 4.7 on muodostettu ISAR-kuva signaalista 2.13 Fourier-muun-
noksella ilman kiilakivi-interpolaatiota (translaatioliikkeen kompensaation
eli karkean liikekompensaation ja autofokuksen jälkeen). Kuvasta havai-
taan, että epätasaisesta kulma-asennon muutoksesta johtuen heijastunei-
den kaikujen vaihehistoriat eivät ole lineaarisia, jolloin vaste leviää ku-
van sivusuunnassa. Lisäksi sirottajat liikkuvat koherentin prosessointiajan
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kuluessa etäisyysalkiosta toiseen, eli vaste leviää myös etäisyyssuunnas-
sa. Kiilakivi-interpolaation jälkeen optimoiduilla ikkunoilla muodostetun
S-menetelmän kontrastiltaan paras ISAR-kuva ja sen uudelleensijoitettu
versio löytyvät kuvista 4.8 ja 4.9. Kuvaan 4.10 on vielä piirretty saatu-
jen intensiteettinormalisoitujen ISAR-kuvien entropia hitaan ajan funktio-
na. Kuvasta havaitaan, että uudelleensijoitus madaltaa selkeästi intensiteet-
tikuvan entropiaa. Kuvassa 4.11 on muodostettu ISAR-kuva takaisinprojek-
tiolla olettaen auton liikerata tunnetuksi. Tätä kuvaa voidaan siten verrata
kuviin 4.8 ja 4.9, jotka on muodostettu tässä tekstissä esitetyillä liikekom-
pensaatiomenetelmillä ilman minkäänlaista a priori-informaatiota auton lii-
keradasta.

Kuvasta 4.9 ja uudelleensijoitetun kuvafunktion entropiakäyrästä ku-
vassa 4.10 havaitaan uudelleensijoitetun esityksen sisältävän hieman kohi-
nan tyyppistä satunnaista vaihtelua. Tätä ilmiötä voidaan selittää seuraa-
vasti. Uudelleensijoitusoperaatiot ovat mielekkäitä ainoastaan silloin, kun
alkuperäisen esityksen intensiteetti on tutkittavassa kohdassa riittävän suu-
ri. Mikäli signaalin intensiteetti on hyvin pieni tutkittavalla alueella, tulee
uudelleensijoitusoperaatiosta lähes satunnainen. Tämä ilmiö korostuu enti-
sestään tutkasignaalille, joka tyypillisesti sisältää hyvin suuren intensiteet-
tiskaalan ilmiöitä (tästä syystä kaikki kuvat on esitetty logaritmisella astei-
kolla). Uudellensijoitusoperaatiolle on täten syytä asettaa jokin kynnys, jol-
loin sitä ei suoriteta niissä alueissa joissa signaali on intensiteetiltään hyvin
pientä. Tässä esimerkissä tätä kynnystä ei ole valittu täysin optimaalisesti,
josta aiheutuu kuvissa 4.9 ja 4.10 havaittava kohinamainen käyttäytyminen.
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Kuva 4.1: Signaalin intensiteetti (k, t)-alueessa ennen kiilakivi-
interpolaatiota.
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Kuva 4.2: Signaalin intensiteetti (k, t)-alueessa kiilakivi-interpolaation jäl-
keen.
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Range profiles after keystone interpolation
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Kuva 4.3: Signaalin intensiteetti (r, t)-alueessa kiilakivi-interpolaation jäl-
keen.
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Kuva 4.4: Aika-ikkunan optimointiongelmassa (4.27) käytetyn kohdefunk-
tion L käyttäytyminen, kun Ψ(I) = −I ln I .
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Kuva 4.5: Aika-ikkunan optimointiongelmassa (4.27) käytetyn kohdefunk-
tion L käyttäytyminen, kun Ψ(I) = −I2.
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Kuva 4.6: S-menetelmän taajuusikkunan optimoinnissa käytetyn kohde-
funktion käyttäytyminen.
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Kuva 4.7: Fourier-muunnoksella laskettu ISAR-kuva translaatioliikkeen
kompensaation jälkeen.
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Kuva 4.8: S-menetelmällä laskettu ISAR-kuva.
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Kuva 4.9: Uudelleensijoitettu versio ISAR-kuvasta 4.8.
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Kuva 4.10: Intensiteettikuvien entropia ennen uudelleensijoitusta ja uudel-
leensijoituksen jälkeen.
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Kuva 4.11: Ideaalisesti fokusoitu, takaisinprojektiolla laskettu ISAR-kuva.
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5 Yhteenveto ja pohdiskelua

Tässä tekstissä käsitellyt menetelmät muodostavat kokonaisuuden, jota voi-
daan hyödyntää ISAR-kuvien muodostamiseen yhteistyöhaluttomista koh-
teista. Lisäksi translaatioliikkeen kompensaation käytettyjä menetelmiä voi-
daan käyttää SAR-tutkan liikekompensaatiossa. Yhteistyöhaluttoman ISAR-
kohteen kuvantaminen on yleisessä tapauksessa erittäin haastava ongelma,
eikä tämä työ siihen kykene tarjoamaan mitään yksinkertaista, helppoa tai
yleispätevää menetelmää. Sen sijaan ongelma on jaettu useampaan erilli-
seen osaan, ja kussakin osassa on käytetty tiettyjä ongelmaa helpottavia ap-
proksimaatiota. Jatkossa olisi syytä pohtia, että voidaanko ongelma ratkais-
ta helpommin käyttämällä suoraviivaisempaa lähestymistapaa. Tällainen
lähestymistapa olisi esimerkiksi takaisinprojektion hyödyntäminen ISAR-
kuvanmuodostuksessa. Ongelmana tällöin on se, että kuvanmuodostusta
varten tarvitaan eksplisiittinen tieto kohteen kaikista vapausasteista kulla-
kin ajanhetkellä etäisyyden r(x, y; t) ratkaisemiseksi yhtälössä (1.21). Kol-
miulotteisessa paikka-avaruudessa vapausasteita ovat mielivaltaisen koh-
teesta valitun pisteen sijanti [x y z]T sekä kohteen orientaatio joidenkin
valittujen koordinaattiakselien suhteen (esimerkiksi Eulerin kulmat), jonka
kuvaamiseen tarvitaan kolme lukua. Ongelmassa on siten yhteensä 6M tun-
tematonta vapausastetta. Tämän ongelman ratkaisemiseen laskennallisesti
mielekkäällä tavalla ei ole toistaiseksi kyetty.

Karkeassa liikekompensaatiossa käytettyjen heurististen optimointime-
netelmien systemaattista vertailua ei ole tässä työssä tehty. Työ tarjoaa kui-
tenkin valmiit lähtöasetelmat tällaisen vertailun tekemiseen, kuten kohdas-
sa 2.3.3 on mainittu. Vertailun suorittamiseksi on siis ensiksi metaoptimoi-
tava kunkin heuristisen optimointialgoritmin käyttämät parametrit. Vertailu
voidaan suorittaa esimerkiksi siten, että annetaan metaoptimoiduilla para-
metreillä toimivan algortimin suorittaa ennalta annettu määrä kohdefunk-
tion arviointeja. Kun tämä prosessi toistetaan useita kertoja, saadaan joukko
kohdefunktion arvoja, joihin kyseinen optimointialgoritmi on päätynyt. Eri
optimointialgoritmeille tällä tavoin saaduille kohdefunktion arvojen jou-
koille voidaan tehdä jokin sopiva tilastollinen testi (esim. Studentin t-testi),
jonka perusteella algoritmit voidaan ehkä asettaa ratkaistun ongelman (eli
karkean liikekompensaation (2.8)) tapauksessa paremmuusjärjestykseen.

Eräs mahdollisuus karkeaan liikekompensaation käytetyn algoritmin jat-
kokehitykseen olisi tuottaa jollakin yksinkertaisella ja nopealla menetel-
mällä alkuarvaus kohteen etäisyysmuutokselle. Hyvä ja melko tarkka al-
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kuarvaus nimittäin helpottaisi huomattavasti algoritmissa tarvittavaa glo-
baalia optimointia. Alkuarvauksen voisi tuottaa esimerkiksi peräkkäisten
etäisyysprofiilien korrelaatioon tai etäisyysprofiilin energiakeskipisteen si-
jaintiin perustuen. Riitävän hyvällä alkuarvauksella karkeasta liikekompen-
saatiosta saatettaisiin selvitä jopa lokaalilla optimoinnilla, joka helpottaisi
huomattavasti tarvittavan laskennan määrää.

Autofokuksen osalta mielenkiintoinen jatkotutkimuksen aihe on vai-
hegradienttimenetelmässä käytetyn lähestymistavan soveltaminen takaisin-
projektiolle. Toisin kuin optimointiautofokuksen tapauksessa, vaihegradient-
timenetelmää ei voida yleistää toimimaan takaisinprojektiolla lasketuille
SAR-kuville. Vaihegradienttimenetelmän kannalta pakollinen oletus on, et-
tä kunkin sirottajan heijastaman kaiun vaihehistoria on saman mallin mu-
kainen (spotlight-tapauksessa lineaarinen). Kysymys kuuluukin, että onko
etäisyyskompressoidusta signaalista jollakin tavalla mahdollista estimoida
hitaasta ajasta riippuvaa vaihevirhefunktiota, vaikka vaihehistoriat olisivat
mielivaltaisia hitaan ajan funktioita.

Optimointiautofokukseen liittyen voisi jatkossa tutkia, että saavutetaan-
ko toisen kertaluvun derivaattainformaatiolla vielä lisää laskennallista hyö-
tyä. Newton-Raphson-menetelmän käyttäminen (eli Hessen matriisin ar-
vioiminen ja kääntäminen) tuskin on järkevää varsinkaan muuttujien (eli
vaihekorjausten) määrän kasvaessa hyvin suureksi. Esimerkissä 3.3.8 ha-
vaittiin, että kvasi-Newton konvergoitui hitaammin kuin pelkästään ensim-
mäisen kertaluvun derivaattoihin pohjautuvat menetelmät, joka ennakoi että
Newton-Raphson-menetelmä tuskin tuottaa merkittävää hyötyä optimoin-
tiautofokuksessa. Sen sijaan viivahaussa ja yksiulotteisessa optimoinnissa
kohdefunktion toisia derivaattoja hyödyntämällä voitaisiin laskentaa ken-
ties tehostaa.

Optimointiautofokukseen liittyvä oleellinen jatkotutkimuksen aihe on
käytetyn kohdefunktion valitseminen automaattisesti. Käytössä olleen da-
tan rajallisuuden vuoksi tässä tekstissä ei SAR-kuvien osalta perehdytty tä-
hän ongelmaan. ISAR-tapauksessa kohdefunktion valinta ei ole yhtä kriitti-
nen ongelma, sillä kuvattava kohde sisältää lähes aina joitain voimakkaasti
heijastavia pisteitä, jolloin tekstissä esitetyt yksinkertaiset kontrastimittarit
kuten potenssilaki (3.25) ja entropia (3.27) tuottavat hyvän lopputuloksen.
Sen sijaan SAR-tapauksessa kuvattavat kohdealueet voivat olla hyvin eri-
tyyppisiä, jolloin kohdefunktion valinnalla on suurempi merkitys. Tällöin
käytetyn kohdefunktion voisi valita esimerkiksi perustuen johonkin etäi-
syysprofiileista laskettavaan kvantitatiiviseen mittariin. Mikäli kohdealue
sisältää voimakkaita sirottajia, sisältävät etäisyysprofiilit suurta amplitudin
vaihtelua, jonka perusteella voidaan kohdefunktioksi valita esimerkiksi po-
tenssilaki suurella potenssin α arvolla (α > 2). Mikäli kohdealue ei sisällä
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voimakkaasti heijastavia rakenteita, on etäisyysprofiilien amplitudivaihtelu
pienempää ja optimoinnissa käytettävänä kohdefunktiona paremman lop-
putuloksen tuottaa esimerkiksi potenssilaki pienellä potenssin α ≈ 1 ar-
voilla.

Pyörimisliikkeen kompensaatio on yhteistyöhaluttoman ISAR-kohteen
kuvanmuodostuksen vaikein osa-alue. Aika-taajuus-esityksen avulla kye-
tään muodostamaan fokusoitunut ISAR-kuva monimutkaisista liikkeistä huo-
limatta, mutta sivusuuntaista erottelukykyä rajoittaa sirottajien liike etäi-
syyserottelualkiosta toiseen etäisyyskompressoidussa signaalissa. Kiilakivi-
interpolaatiolla kyetään kompensoimaan lineaarisesta (tai yhdestä korkeam-
man asteluvun) etäisyysmuutoksesta aiheutuva liike, mutta kohteen liik-
keen ollessa monimutkaista etäisyysmuutos on lähellä lineaarista ainoas-
taan hyvin lyhyellä aikavälillä. Tätä varten olisi kannattavaa kehittää me-
netelmä, joka automaattisesti etsii etäisyyskompressoidusta signaalista kii-
lakivi-interpolaatioon parhaiten soveltuvan osan. Edellä mainitusta syystä
tässä tekstissä pyörimisliikkeen kompensaatioon käytetyt menetelmät toi-
mivat ainoastaan lyhyissä aikaikkunoissa. Jatkossa olisi mielekästä tutkia,
että voidaanko monimutkaisten liikahdusten aiheuttamia kullekin sirottajil-
le erilaisia etäisyysmuutoksia kompensoida jollakin muulla tavalla.

ISAR-kuvanmuodostuksessa käytetyn aika-taajuus-esityksen merkitys-
tä ISAR-kuvan laatuun voisi tutkia jonkin kvantitatiivisen mittarin avulla.
ISAR-sovelluksessa on hyvin oleellista, että esityksessä käytetyt ikkunat
on valittu optimaalisella tavalla. Tässä työssä S-menetelmä valittiin käyte-
tyksi aika-taajuus-esitykseksi laskennallisen tehokkuuden vuoksi. Jatkos-
sa olisi hyvä tutkia, että voidaanko Cohenin luokan määritelmien (4.11) ja
(4.14) avulla saavuttaa jotakin etua ISAR-kuvanmuodostuksessa. Tällöin
ydinfunktiot Φ ja Υ voisi määrittää jonkin optimointitehätävän ratkaisu-
na, kuten S-menetelmän tapauksessa tehtiin. ISAR-kuvan tulkinnan kan-
nalta oleellinen ongelma on lisäksi kuvan skaalaaminen paikka-avaruuden
dimensioon (eli metriin) sivusuunnassa, johon ei tässä työssä ole paneudut-
tu.
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6 Liite

6.1 Stationäärisen vaiheen approksimaatio

Stationäärisen vaiheen approksimaation avulla voidaan arvioida integraale-
ja, joita ei voida esittää suljetussa muodossa [44]. Tarkoituksena on arvioida
muotoa

I =

∫ xb

xa

f(x)eiφ(x)dx (6.1)

olevaa integraalia, jossa f on hitaasti välillä x ∈ [xa, xb] muuttuva funk-
tio ja φ on puolestaan nopeasti samalla välillä muuttuva funktio. Koska φ
on nopeasti muuttuva, integrandi oskilloi voimakkaasti x:n funktiona. Tä-
mä tarkoittaa sitä, että integrandi saa sekä positiivisia että negatiivisia ar-
voja lähekkäisillä x:n arvoilla, jolloin ne integroitaessa kumoavat toisiaan.
Integraaliin saadaan siis nollasta poikkeavaa kontribuutiota ainoastaan sil-
loin, kun funktio φ muuttuu hitaasti (tällöin summattavat termit ovat lähes
samanvaiheisia). Integraaliin (6.1) saadaan siis nollasta poikkevaa kontri-
buutiota ainoastaan funktion φ stationääristen pisteiden lähettyvillä, eli kun
dφ/dx = φ′(x) = 0. Olkoon funktion φ stationäärinen piste välillä [xa, xb]
x?, eli φ′(x?) = 0. Koska integraalissa (6.1) funktio f muuttuu hitaasti, voi-
daan asettaa f(x) = f(x?). Korvataan lisäksi funktio φ sen toisen asteen
Taylorin polynomilla pisteen x? ympäristössä eli asetetaan

φ(x) = φ(x?) +
φ′′(x?)

2
(x− x?)2. (6.2)

Tämä approksimaatio tehdään sen nojalla, että φ muuttuu hitaasti statio-
näärisen pisteen lähistöllä. Näin ollen saadaan Gaussinen integraali, jonka
tuloksena saadaan

I =

∫ xb

xa

f(x?) exp

[
i(φ(x?) +

φ′′(x?)

2
(x− x?)2)

]
dx

=

√
2πi

φ′′(x?)
f(x?)eiφ(x?).

(6.3)
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6.2 Pulssikompressio

Lasketaan seuraavaksi tutkan vastaanottaman, yhden ideaalisen tutkasta etäi-
syydellä rs olevan sirottajan heijastaman aika-alueen kaiun

s(t) = Π

(
t− td
T

)
exp

[
i(2πfc(t− td) + πγ(t− td)2)

]
(6.4)

ja referenssisignaalin

g(t) = Π

(
t− t0
T

)
exp

[
i(2πfc(t− t0) + πγ(t− t0)2)

]
(6.5)

välinen ristikorrelaatio. Tämä toimenpide tunnetaan myös nimellä pulssi-
kompressio. Nyt td = 2rs/c ja t0 = 2r0/c, jossa r0 on käytetty referens-
sietäisyys. Korrelaatioteoreeman perusteella haluttu korrelaatiofunktio saa-
daan kuten

(g ? s)(t) = F−1
ω→t {S(ω)G∗(ω)} , (6.6)

kun S(ω) = Ft→ω {s(t)} ja G(ω) = Ft→ω {g(t)}. Funktioiden s ja g
Fourier-muunnoksia ei voida esittää suljetussa muodossa, joten lasketaan
ne käyttäen stationäärisen vaiheen approksimaatiota. On siis arvioitava in-
tegraalia, joka on muotoa

S(ω) =

∫ td+T/2

td−T/2
exp

[
i(2πfc(t− td) + πγ(t− td)2 − ωt)

]
dt

=

∫ td+T/2

td−T/2
exp [iφs(t)] dt.

(6.7)

Vaihefunktion aikaderivaatta on nyt

φ̇s(t) = 2πfc + 2πγ(t− td)− ω, (6.8)

joten stationääriseksi pisteeksi saadaan

t?s =
1

2πγ
(ω − 2πfc + 2πγtd) . (6.9)

Vastaavasti saadaan funktion g Fourier-muunnoksen integrandin vaihefunk-
tion stationääriseksi pisteeksi

t?g =
1

2πγ
(ω − 2πfc + 2πγt0) . (6.10)
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Yhtälössä (6.3) esiintyvä kompleksinen vakiokerroin on tämän analyysin
kannalta merkityksetön, joten integraalia (6.7) voidaan approksimoida tu-
loksella

S(ω) ≈ exp [iφs(t
?
s)] , (6.11)

ja vastaavasti
G(ω) ≈ exp

[
iφg(t

?
g)
]
. (6.12)

Seuraavaksi muodostetaan tulofunktio

S(ω)G∗(ω) = exp
[
i(φs(t

?
s)− φg(t?g))

]
= exp {i[ 2πfc(t

?
s − td)− 2πfc(t

?
g − t0) + πγ(t?s − td)2

− πγ(t?g − t0)2 − ωt?s + ωt?g ]} .
(6.13)

Yhtälön (6.13) sieventämiseksi todetaan seuraavat yhtälöistä (6.9) ja (6.10)
helposti nähtävät tulokset

t?s − t?g = td − t0, (6.14)

t?s
2 − t?g

2 = t2d − t20 +
ω

πγ
(td − t0)− 2fc

γ
(td − t0), (6.15)

− 2t?std = −ωtd
πγ

+
2fc
γ
td − 2t2d (6.16)

ja

2t?gt0 =
ωt0
πγ
− 2fc

γ
t0 + 2t20. (6.17)

Sijoittamalla nämä tulofunktioon (6.13) saadaan

S(ω)G∗(ω) =

exp
[
−iω(t?s − t?g)

]
= exp [−i2π(f + fc)(td − t0)] .

(6.18)

Yhtälössä (6.18) on siirrytty kulmataajuusmuuttujasta ω taajuusmuuttujaan
f = ω/2π. Lisäksi taajuusmuuttujasta on erotettu kantoaaltotaajuus fc, jol-
loin oletetaan että |f | ≤ B/2. Toisin sanoen signaalin oletetaan olevan kais-
tarajoitettu. Tarkalleen ottaen näin ei voi olla, sillä molemmat funktiot s ja
g on määritelty aikarajoitetuiksi yhtälöissä (6.4) ja (6.5). Oletetaan kuiten-
kin, että suurin osa tulofunktion nollasta poikkeavasta energiasta sijaitsee
välillä f ∈ [−B/2,+B/2], jolloin sitä voidaan approksimoida nollana tä-
män välin ulkopuolella eli kaistarajoitettuna (tämä pätee hyvin lineaariselle
taajuuspyyhkäisylle, kun signaalin aikakeston T ja vaihemodulaation kais-
tanleveydenB tuloBT on suuri). Korrelaatiolasku viimeistellään ottamalla
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käänteinen Fourier-muunnos saadusta tulofunktiosta (6.18). Siis

(g ? s)(t) =

∫ B/2

−B/2
exp [−i2π(f + fc)(td − t0)] exp [i2πt(f + fc)] df

= exp [i2πfc(t− (td − t0))]

∫ B/2

−B/2
exp [i2πf(t− (td − t0))] df

= exp [i2πfc(t− (td − t0))] |B/2−B/2
exp(i2πf(t− (td − t0)))

i2π(t− (td − t0))

= B exp [i2πfc(t− (td − t0))] sinc [B(t− (td − t0))] .

(6.19)

SAR-analyysin kannalta oleellisinta on saadun tuloksen vaiheen käyttäyty-
minen, joten yhtälössä (6.19) esiintyvä amplitudin vakiokerroin B voidaan
jättää huomiotta. Stationäärisen vaiheen approksimaatiota käytettäessä yh-
tälöissä (6.11) ja (6.12) amplitudikertoimet jätettiin huomiotta, joten saadun
funktion (6.19) amplitudi ei ole täsmällinen muutenkaan. Ennen näytteis-
tystä signaalista tyypillisesti poistetaan kantoaallon taajuudella tapahtuva
värähtely eli se siirretään ns. kantataajuuskaistalle. Matemaattisesti tämä
tarkoittaa sitä, että tulos (6.19) kerrotaan termillä1 exp (−i2πfct). Lopulli-
seksi tulokseksi saadaan siten

(g ? s)(t) = exp (−i2πfctd0) sinc [B(t− td0)] , (6.20)

jossa td0 = td − t0.

6.3 Projektioviipaleteoreeman todistus

Osoitetaan ensiksi, että teoreema pätee, kun projektiofunktio muodostetaan
kulmalla θ = 0 eli x-akselin suhteen. Nyt u = y ja ku = ky, joten

Fu→ku {p0(u)} =

∫ ∫
g(x, y)e−ikyydxdy =∫ ∫

g(x, y)e−i(0·x+kyy)dxdy = G(0, ky),

(6.21)

eli väite pätee kun θ = 0. Väitteen todistamiseksi mielivaltaiselle kulmalle
θ pitää osoittaa, että

Fx→kxFy→ky {{g(u(x, y), v(x, y))}} = G(ku(kx, ky), kv(kx, ky)), (6.22)

1tämä operaatio voidaan yhtä hyvin suorittaa ennen korrelaation eli pulssikompression
laskemista, lopputuloksen kannalta järjestyksellä ei ole merkitystä
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jossa (ku, kv) ovat (u, v)-systeemin Fourier-duaalimuuttujat ja taajuusalu-
eessa pätee kuvan 1.2 mukainen geometria paikkamuuttujia vastaavien taa-
juusmuuttujien välillä, eli[

ku
kv

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
kx
ky

]
. (6.23)

Määritelmiä hyödyntämällä saadaan

Fx→kxFy→ky {{g(u(x, y), v(x, y))}}

=

∫ ∫
g(u(x, y), v(x, y))e−i(kxx+kyy)dxdy

=

∫ ∫
g(u, v)e−i[kx(u cos θ+v sin θ)+ky(−u sin θ+v cos θ)]dxdy

=

∫ ∫
g(u, v)e−i(kuu+kvv)dudv = G(ku, kv).

(6.24)

Edellä on hyödynnetty sitä, että rotaatiomuunnoksen Jacobin determinatti
on yksi, josta seuraa että dxdy = dudv. Tulos (6.24) tarkoittaa sitä, et-
tä käännetyn funktion g(u, v) Fourier-muunnos saadaan kääntämällä alku-
peräisen funktion g(x, y) Fourier-muunnosta G(kx, ky) kulmalla θ. Tämä
puolestaan tarkoittaa sitä, että yhtälössä (6.21) voimme kääntää projektio-
funktiota p0(y) ja tulosta G(0, ky) mielivaltaisella kulmalla θ, joka osoittaa
projektioviipaleteoreeman todeksi kaikilla kulmilla θ.

6.4 Wolfen ehdot

Wolfen ehdot määrittävät ensimmäisen kertaluvun optimoinnissa suoritet-
tavan viivahaun ratkaisulle tietyt ehdot, jotka sen on toteutettava. Viiva-
haussa minimoidaan funktiota η(α) = L(φ+ αp), kun kohdefunktiona on
L : RM → R, φ ∈ RM ja p ∈ RM on sellainen suunta, johon liikuttaessa
kohdefunktion arvo pienenee. Todetaan ensiksi, että funktion η derivaataksi
saadaan ketjusäännön perusteella

dη

dα
= η′(α) = pT

[
∂L

∂φ?

]
φ?=φ+αp

. (6.25)

Ensimmäistä Wolfen ehtoa kutsutaan riittävän vähenemisen ehdoksi, ja se
on [36]

η(α) ≤ η(0) + c1αη
′(0), (6.26)

jossa 0 < c1 < 1. Epäyhtälön (6.26) oikea puoli on suoran yhtälö, jo-
ten askelkoolle α saadaan yläraja kuvassa 3.20 olevan mustan katkoviivan
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mukaisesti. Kontrolliparametriä c1 käytetään siksi, että saadun suoran kul-
makertoimesta tulee hieman loivempi kuin funktion η tangentin kulmaker-
toimesta (kuvassa 3.20 sininen käyrä on funktio η ja punainen katkoviiva
on funktion η tangentti pisteessä α = 0). Tällä tavalla taataan se, että saa-
tu suora leikkaa funktion η käyrän etsityn minimikohdan jälkeen. Alarajan
määrittävä ehto on muotoa [36]

|η′(α)| ≤ c2|η′(0)|, (6.27)

jossa c1 < c2 < 1. Epäyhtälö (6.27) asettaa siis alarajan askelkoolle α
perustuen funktion η käyrän tangentin kulmakertoimeen (ks. kuva 3.21).
Mikäli η′(0) on itseisarvoltaan hyvin suuri, on todennäköistä että optimaa-
linen α:n arvo ei ole kovin pieni. Toisaalta kun |η′(α)| lähestyy nollaa, niin
tällöin tiedetään minimin olevan lähettyvillä. Kontrolliparametrin c2 avulla
pystytään säätelemään sitä, että kuinka lähellä minimikohtaa hyväksyttävän
askelkoon alaraja sijaitsee.

6.5 Pseudo-Wignerin esitys STFT:n autokorrelaationa

Lasketaan ensiksi tulos (4.16). Käyttämällä STFT:n määritelmää (4.7) saa-
daan∫

STFT (t, ω)eiω
τ
2 dω =

∫ ∫
w(η)s(t+ η)e−iω(η− τ

2
)dωdη

=

∫
w(η)s(t+ η)δ(η − τ

2
)dη = w(

τ

2
)s(t+

τ

2
).

(6.28)

Vastaavalla laskulla saadaan

w(−τ
2

)s∗(t− τ

2
) =

∫
STFT ∗(t, ω)eiω

τ
2 dω. (6.29)

Sijoittamalla tulokset (6.28) ja (6.29) pseudo-Wignerin esityksen määritel-
mään (4.15) saadaan

PWD(t, ω) =

∫
w(
τ

2
)s(t+

τ

2
)w(−τ

2
)s∗(t− τ

2
)e−iωτdτ

=

∫ [∫
STFT (t, η)eiη

τ
2 dη

] [∫
STFT ∗(t, ν)eiν

τ
2 dν

]
e−iωτdτ

=

∫ ∫
STFT (t, η)STFT ∗(t, ν)

[∫
e−i

τ
2

(2ω−η−ν)dτ

]
dηdν

=

∫ ∫
STFT (t, η)STFT ∗(t, ν)δ(2ω − η − ν)dηdν

=

∫
STFT (t, η)STFT ∗(t, 2ω − η)dη.

(6.30)
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Suoritetaan vielä integrointimuuttujan vaihto µ = η−ω, jolloin η = ω+µ,
dµ = dη ja 2ω − η = ω − µ. Näin saadaan haluttu tulos

PWD(t, ω) =

∫
STFT (t, ω + µ)STFT ∗(t, ω − µ)dµ. (6.31)

6.6 S-menetelmän ydinfunktio

Osoitetaan seuraavaksi, että kun Cohenin luokan ydinfunktioksi valitaan
Φ(t, ω) = 2p(2t)Fτ→ω {w(t+ τ/2)w(t− τ/2)}, niin tulokseksi saadaan
S-menetelmä (4.18). Sijoittamalla Φ Cohenin luokan määritelmään (4.11)
saadaan

C(t, ω) = 2

∫ ∫
p(2µ)

[∫
w(µ+

χ

2
)w(µ− χ

2
)e−iνχdχ

]
·[∫

x(t− µ+
τ

2
)x(t− µ− τ

2
)e−i(ω−ν)τdτ

]
dµdν

= 2

∫ ∫ ∫
p(2µ)w(µ+

χ

2
)w(µ− χ

2
)

[∫
e−iν(χ−τ)dν

]
·

x(t− µ+
τ

2
)x(t− µ− τ

2
)e−iωτdτdµdχ

= 2

∫ ∫ ∫
p(2µ)w(µ+

χ

2
)w(µ− χ

2
)δ(χ− τ)·

x(t− µ+
τ

2
)x(t− µ− τ

2
)e−iωτdτdµdχ

= 2

∫ ∫
p(2µ)w(µ+

τ

2
)w(µ− τ

2
)x(t− µ+

τ

2
)x(t− µ− τ

2
)·

e−iωτdτdµ.

(6.32)
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Hyödynnetään seuraavaksi tuloksia (6.28) ja (6.29) saadun integraalin (6.32)
sisällä, jolloin saadaan

C(t, ω) = 2

∫ ∫
p(2µ)

[∫
STFT ∗(t, α)eiα(µ+ τ

2
)dα

]
·[∫

STFT (t, β)eiβ( τ
2
−µ)dβ

]
e−iωτdτdµ = 2

∫ ∫ ∫
p(2µ)·

STFT ∗(t, α)STFT (t, β)eiµ(α−β)

[∫
e−i

τ
2

(2ω−α−β)dτ

]
dαdβdµ

= 2

∫ ∫ ∫
p(2µ)STFT ∗(t, α)STFT (t, β)eiµ(α−β)·

δ(2ω − α− β)dαdβdµ

= 2

∫ ∫
p(2µ)STFT (t, β)STFT ∗(t, 2ω − β)ei2µ(ω−β)dµdβ.

(6.33)

Tehdään sama integrointimuuttujan vaihto kuin yhtälössä (6.30), eli ϕ =
β − ω, jolloin saadaan

C(t, ω) = 2

∫
STFT (t, ω + ϕ)STFT ∗(t, ω − ϕ)

[∫
p(2µ)e−i2µϕdµ

]
dϕ

=

∫
P (ϕ)STFT (t, ω + ϕ)STFT ∗(t, ω − ϕ)dϕ,

(6.34)

jossa P (ω) = Ft→ω {p(t)} (ikkunafunktion p Fourier-muunnosta lasket-
taessa on tehty integointimuuttujan vaihto µ′ = 2µ, jolloin dµ = dµ′/2 ja
kerroin kaksi häviää integraalin edestä).
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